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最 说 写 这 本 书 的 念头 是 近 几 年 才 有 的 ， 但 本 书 体系 的 形成 却 
经 历 了 差不多 30 年 。 

作者 在 这 领域 早期 受到 4A.，E。 Green 和 WW Zerna 的 4 理论 
弹性 了》 C1954) 和 S，Golgb 的 《 张 量 运 算 》{1956) 的 启蒙 。 Golyb 
教授 是 属于 Schouten 学 派 的 。 尽 管 有 些 作者 还 没有 意识 玫 ,，“ 芯 
字母 "和 “ 带 撤 指 标 ”在 指标 记 法 中 却 早已 决定 性 地 显示 出 它们 的 
1960 年 ， C. Truesdel} & R, A, Toupin 的 经 典 场 论 》 间 世 . 
作者 的 导师 WW，Urbanowski 教授 对 作者 说 ， 指 标 固然 好 ,但 抽象 
记 靶 更 佳 。 老师 的 思想 感染 了 学 生 。 作者 在 波兰 发 表 的 22 篇 论 
文 全 是 本 着 这 个 精神 写 的 。 

1963 年 作者 回国 在 北大 任教 ， 当时 国际 学 术 界 使 用 张 是 方 
法 的 尚 属 少数 。 但 作者 的 信念 是 : 张 量 的 普及 只 是 时 间 问 题 ， 作 
者 讲授 的 " 非 线性 弹性 理论 "固然 非 用 张 量 不 可 。 对 基础 课 “* 弹 性 
力学 ” ,作者 也 党 试 了 用 笛 氏 张 量 记 法 讲授 。 从 未 受过 这 方面 训练 
的 学 生 感 到 困难 ,， 教学 效果 如 何 作者 也 无 把 握 ， 感 到 压力 很 大 . 
作者 采取 了 发 补充 讲义 和 加 强 辅 导 等 措施 设法 将 课 坚 持 到 底 。 学 
期 终了 ， 克 服 了 重重 困难 的 学 生 终 于 营 到 了 研 头 , 反 身 说 : “这 种 
方法 就 是 好 亿 学 生 的 肯定 是 对 教师 的 最 大 支持 和 鼓励 、 增 强 了 作 
者 在 教学 上 沿 这 路 子 走 下 去 的 信心 ， 但 是 ,“ 十 年 动乱 * 使 作者 的 
想法 成 了 泡影 ， 内 留 下 了 一 本 用 张 量 书写 的 “ 非 线 性 弹性 理论 * 讲 
六 ，. 


两 过 天 哺 。 翻 开 杂 志 一 看 ,果然 不 出 所 料 , 几 乎 每 篇 理论 性 广 
章 无 一 不 在 不 同 程度 上 用 了 张 景 的 工具 。 1978 年 ， 作 者 参与 了 
“全 国力 学 规划 ”中 的 “理性 力学 和 力学 中 的 数学 方法 "部 分 的 工 


作 ， 原 来 的 想法 死 灰 复 类 了 ， 送 修改 了 留 下 的 讲义 ,出 版 成 书 《 韭 
线性 弹性 理论 站 

过 去 主要 是 固体 和 流体 力学 工作 者 应 用 张 量 分 析 ， 而 且 仅 是 
三 维 欧 民 空 间 的 张 量 分 析 ， 这 是 很 自然 的 ， 因 为 物体 仅 在 三 维 的 
物理 空间 运动 ，:; 

- 正当 我 们 “内战 ” 正 醋 的 时 候 ， 国 际 上 兴起 了 一 门 “ 新 几何 力 
学 ”?”， 突 酸 口 在 Hamilton 力学 。 它 需要 在 构 形 空间 ， 相 空间 或 增 
广 相 空 间 中 进行 张 虽 分 析 ， 从 中 发 掘 每 个 系统 的 最 本 质 的 数学 结 
构 一 -自然 辛 结构。 这 些 空间 已 经 不 是 我 们 生活 所 在 的 物理 空 
问 ， 而 是 高 一 层 的 抽象 空间 ， 维 数 可 以 是 任意 的 。 当 讨论 连续 体 
时 , 维 数 还 是 无 穷 的 ， 这 就 要 求人 们 妈 出 狭 座 的 三 维 物理 空间 , 转 
人 抽象 的 * 维 。 其 至 无 窃 维 空间 ， 对 于 约束 系统 来 说 , 则 是 汶 形 . 
一 般 傅 况 下 ,系统 或 多 或 少 是 受到 约束 的 。 这 样 , 张 量 分 析 就 从 古 
典 阶段 进入 近代 阶段 一 一 流 形 上 的 张 量 分 析 。 廊 形 的 维 数 可 以 是 
任意 的 ,坐标 系 一 般 只 是 局 部 的 ,与 之 相伴 又 产生 了 一 系列 的 新 概 
念 , 控 受 这 些 概念 需要 硅 观 念 上 来 一 个 大 转弯 。1979 年 起 作者 有 
机 会 到 外 面 趟 一 走 ， 所 接触 到 的 新 朋 旧 友 ， 许 多 都 谈 到 这 个 新 阶 
眉 , 

本 书 的 原始 意图 是 一 本 人 门 读物 ， 但 人 门 也 有 现代 化 问题 ， 
竺 典 张 量 分 析 的 大 已 出 版 甚 多, 大同小异 ,多 一 本 少 一 本 已 无关 大 
剧 ，。 作 者 把 前 面谈 及 的 几 个 阶 眉 的 恩 想 有 机 地 加 以 融合 ， 经 反复 
酝 醇 下 ， 最 后 决定 把 这 本 书写 成 一 本 现代 化 的 古典 张 重 分析 的 人 
门 荐 ， 从 整体 上 是 古典 的 ,因为 本 书 未 进 人 流 形 和 无 限 维 领域 .但 
从 局 部 上 ,每 一 概念 的 叙述 和 定理 的 证 明 却 入 可 能 是 现代 化 的 ,.r 
维 的 空间 ,作为 多 重 线性 函数 的 张 旦 定义 ,抽象 记 法 的 突出 ,置换 ， 
行列 式 及 外 代数 的 普遍 使 用 等 等 便 得 全 书 的 叙述 和 证 明成 为 一 个 
有 机 的 整体 ,克服 了 十 描 分 析 中 的 一 些 还 和 辑 上 的 不 彻底 性 ， 第 玫 
章 集 中 介绍 一 些 主要 的 近代 概念 ， 旨 在 为 读者 架 起 一 座 较 易 通 向 
近代 张 量 分 析 的 桥梁 。 第 和 章 举 出 非 完整 力学 系统 作为 第 区 章 
概念 应 用 的 生动 例子 ， 读 者 从 这 个 例子 将 会 预感 到 近代 分 析 的 生 


wn 


命 力 , 

由 于 Stokes 定理 涉及 流 形 的 许多 概念 ,本 书 没 有 介绍 这 个 极 
为 重要 的 定理 ， 这 是 一 个 不 得 已 的 类 中 不 足 . 

全 节 的 各 部 分 内 容 包 舍 了 作者 各 阶段 的 研究 心得 ， 从 79 年 
起 作者 在 辕 内 外 曾 多 次 讲授 过 ,书稿 几经 修改 ， 学 生 的 问题 和 建 
议 使 本 书 得 以 不 断 完 善 ， 这 里 作 将 想 特 别提 到 他 的 研究 生 莫 小 武 
和 高 普 云 同志 ， 

科学 出 版 社 & 应 用 数学 和 力学 丛书》 主编 钱 伟 长 教授 有 意 将 本 
书 列 人 从 书 ， 种 种 原因 ， 迟 迟 未 能 完稿 ， 正 是 他 的 一 再 督促 使 大 
者 下 决心 趁 时 和 假 完成 这 项 工作 ， 

正在 本 书 完稿 之 际 , 时 耗 传 来 ，8 月 23 日 波兰 学 派 的 创始 人 
之 一 ，W. Nowacki 教授 与 世 长 着 了 。 W. Urbanowski 教授 则 在 
作者 博 七 论文 答辩 后 两 个 月 就 洲 世 了。 这 两 位 记忆 狐 新 的 波兰 思 
师 的 学 术 思 想 ,严谨 作风 和 访 语 教导 影响 着 作者 的 整个 学 术 生 涯 ， 
请 允许 作者 在 这 里 一 表 怀 念 他 们 之 意 。 
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绪 论 


作为 一 门 数 学 学 科 ， 起 初 称 作 " 绝 对 微分 学 "的 张 量 分 析 的 发 
展 差 不 多 已 有 一 百年 历史 了 。 张 量 的 概念 源 于 描述 弹性 体 的 应 力 
状态 。 但 弹性 力学 ,或 更 一 般 地 ,连续 介质 力学 真正 拿 起 这 个 武器 
还 基 近 二 ,三 十 年 的 事 ( 参 阅 理性 力学 先驱 的 经 典 文献 ; C. Trues- 
dell, 了 he mechanical foundarions of elasticity and fiuid dynamics, 
Journal of Rarional Mechanics and Analysis, L (1952), pp. 125— 
300)。 从 那 时 起 ， 张 量 分 析 在 力学 理论 工作 者 中 普及 ， 已 成 为 一 
个 不 可 阻挡 的 趋势 ， 力学 的 近代 理论 性 文献 都 不 同 程度 地 运用 这 
个 工具 .在 应 用 张 量 分 析 方 面 ， 理 沦 物理 走 在 力学 的 前 面 。 远 在 
本 世纪 初 ，Einstcia 成 功 地 提出 广义 相对 论 ,在 相当 程度 上 归功 于 
这 个 有 力 的 数学 工具 。 今天， 熟悉 这 个 工具 已 是 应 用 科学 工作 者 
的 当务之急 。 本 书 正 是 为 他 们 而 写 的 。 

.提起 张 量 运 算 , 人 们 向 然 下 就 联想 到 一 连 串 的 "指标 运算 ”, 它 
在 省 去 和 号 的 Einstein 约定 下 ,神秘 地 把 元 长 的 公式 变 得 简洁 和 
紧 资 ， 并 突出 了 现象 的 几何 和 物 到 特 点 ， 这 是 一 太 优点 ， 但 使 张 
量 分 析 获 得 成 功 的 实质 是 在 于 空 的 不 变性 ， 即 不 情 坐 标 系 的 选择 
而 变化 的 人 性质 ， 在 处 理 基体 癌 题 时 ， 我 们 总 得 引进 坐标 系 ， 例 如 
直角 坐标 系 或 其 他 曲线 坐标 系 ， 众 所 户 知 ， 同 一 物理 法 则 在 不 司 
坐标 系 里 具有 完全 不 同 的 形式 ， py 多 物理 现象 的 


Laplace 方程 在 直角 华 标 系 里 是 5 记 下 二 3 二 下 一 0, 在 加 柱 


四 + 十 工人 1 OF 
从 标 系 里 是 + SF + 0， 而 在 球 堂 标 


示 里 则 更 为 和 和 我 们 说 ， 这 些 方 程 不 具有 (与 坐标 系 无 关 的 ) 不 
" 寺 


塞 性 ， 原 因 是 : 一 个 坐标 系 好 比 一 种 "面纱 ”， 它 蒙 在 上 面 使 我 个 
看 不 清 物理 事实 的 本 质 。 张 量 分 析 的 目的 在 于 寻求 一 种 摆脱 其 体 
坐标 系 影 响 的 描述 几何 和 物理 规律 的 手段 及 其 运算 法 则 ， 

乾 脆 抛弃 坐标 系 是 一 个 办 法 ， 就 是 所 谓 “抽象 记 法 ”。 只 运用 
标量 和 向 是 的 一 些 力学 分 支 ,所 谓 “ 向 备 力 学 ”， 就 属于 这 种 方法 ， 
它 的 简 落 形式 兽 有 过 很 大 吸引 力 。 意大利 学 者 们 曾 试图 将 抽象 记 
法 推广 到 比 向 量 更 复杂 的 二 阶 张 量 的 场合 。 他们 引进 了 一 大 套 难 
以 记忆 和 人 掌 扣 的 运算 法 则 ， 因 此 该 方法 未 能 痊 及 。 另 一 种 办 法 就 
是 “指标 记 法 *， 它 辩证 地 婚 用 坐标 系 耐 又 摆 陪 坐标 系 的 影响 ， 它 
的 简单 的 “指标 游戏 法则 易于 掌握 和 记忆 ， 使 它 赢利 了 广泛 的 承 
认 .。 但 指标 记 匡 也 有 弱点 ， 除 了 在 指标 过 多 时 显得 累 资 外， 这 方 
法 在 逻辑 上 有 许多 不 透彻 之 处 ,而 且 每 一 步 ,严格 地 说 ， 都 应 有 烦 
薄 的 不 变性 证 明 。 为 隐 服 这 些 弱 点 ,近代 的 倾向 又 重新 回 到 "机 
象 记 法 ”, 或 叫 " 不 变性 方法 *， 但 这 并 非 历史 的 简单 重 现 ， 而 是 吸 
收 其 他 数学 分 支 的 思想 ， 克 服 自身 的 初期 弱点 而 完成 的 一 个 质 的 
飞 唉 ， 它 使 至 论 具有 一 个 完整 体系 而 趋 于 更 成 熟 ， 近 代 张 量 运算 
的 男 一 个 重要 特点 是 在 微分 流 形 上 进行 分 析 ， 它 是 近代 微分 几何 
的 基本 工具 ,为 研究 近代 自然 科学 理论 展现 出 新 的 和 广阔 的 前 景 . 

由 于 本 书 的 预定 对 象 和 篇 幅 的 限制 ， 我 们 在 这 里 不 准备 进行 
这 种 最 一 般 的 讨论 。 人 恒 我 们 也 不 重复 现 有 坊间 书籍 的 古老 做 法 ， 
而 是 争取 在 不 用 过 多 的 数学 基础 知识 的 前 所 下 。 使 叙述 尽 可 能 简 
单 而 现代 化 ,从 而 构成 一 个 完整 的 理论 体系 ,同时 又 易于 为 初学 者 
所 接受 。 . . 

我 们 生活 及 周转 自然 现象 发 生 所 在 的 场所 是 三 维 欧 氏 空间。 
本 书 是 为 讨论 在 这 空间 里 的 自然 现象 提供 工具 ， 并 举 力学 的 若干 
方面 作为 应 用 范例 。 但 我 们 仍 从 建立 一 般 的 =” 维 空间 理论 人 手 ， 
而 殷 三 维 空间 作为 特殊 情形 包括 进去 ， 这 样 ， 理 论 上 可 以 简 尘 和 
租 彻 些 ， 也 为 进一步 深造 打下 基础 。 四 

本 书 采 用 的 公式 编号 和 引用 法 则 如 下 。 公 式 在 本 节 范 围 内 一 
律 用 一 个 数 依次 编号 ， 在 本 章 内 引用 时 ， 前 面 添 一 个 表示 节 号 的 


2» 


- 攻 ， 如 (5.8)， 在 章 外 引用 时 ,再 在 前 面 添 一 个 下 渤 章 号 的 罗马 数 
字 , 如 (TN. 4. 2) 表示 第 TI 章 84 的 公式 (2)。 

作者 不 准备 列举 浴 潮 的 参考 文献 。 耐 只 在 书 末 给 出 写 稿 中 主 
咀 参 涛 的 文献 (专用 平 第 X 章 ?和 书目 (适用 于 全 书 )。 


第 I 章 准 备 
$1 三 维 欧 氏 空间 的 第 氏 张 量 记 法 


设 在 三 维 芍 氏 空 间 有 直角 华 标 系 {x,，》, sj， 按 习惯 , 它 的 单 
位 基 疝 量 组 是 旺 , 疡 和 或 ti il 任意 向 量 交 和 可 表 为 


= dy 十 ge， 有 和 {1) 
省 去 通常 的 点 ”, 我 们 简单 地 用 并 列表 示 两 向 量 的 点 积 
UD 一 Wet 十 yy TT wt. C2) 
标量 场 亿 x, y》, *) 的 梯度 和 向量 场 u(x, y, #) 的 散 度 分 别 是 
df Ce a of 
gradf [a = 十 9 ti 5 (3) 
diva 一 ee + 人 十 Ce C4) 
如 果 有 描述 变形 体 每 点 应 力 状 态 的 应 力 张 量 场 
Txx Try Urs 
Csr Cry rr 
则 在 静态 学 问题 里 ， 该 场 应 请 思平 衡 方程 


axx 十 Gary 二 aax* 一 0 ， 


Dx Dy ds 


Dev: Bay 他 ay， 
十 十 一 0， 
Br ”By Bs (6) 


Og do do 
EE -上 过 由 十 EE 一 9. 
Or Oy Ds 


热 知 的 奥 高 公式 是 
i Ons Hu 站 ts 7 ; 
j， By 十 ber + Oe ) at 中 Lu cos Cn, x) 


， 十 zty cos[ 阳 :全 ws cos (nn,2)]ds, {7) 
其 中 耻 是 积分 区 域 ，$ 是 其 边界 . 

这 些 常 见 的 很 有 规律 的 普通 公式 书写 起 来 已 经 显得 有 点 梁 
歼 ， 如 果 要 完整 地 讨论 ,例如 ,弹性 力学 问题 ， 我 们 还 要 吏 到 麻烦 
得 多 的 公式 ， 

只 要 将 符号 略 加 改变 ,并 引进 两 个 约定 ， 即 可 谱 除 这 些 累 蓝 .。 
做 法 如 下 ; ”将 直角 坐标 系 及 其 基 向 量 组 改 记 为 {hn，#*，%%}】 和 
全 语 ; 主 }， 或 

{xili = 1, 27,3} 和 {l= 1,2,3} 《3 
1.1 香 值 约定 指标 从 1 至 = 取 值 . 

2 是 空间 维 数 ， 这 里 " 一 3。 这 样 ，(3) 式 的 私 值 范围 i 一 
1, 2, 3 就 可 省 去 而 成 {xi} 和 信 }。 如 果 向 量 在 x; 轴 方 应 的 分 
量 记 为 ww， 5 为 vp， 则 (1) 式 变 成 


3 
十 ts 一 > Hi (9) 


vb + ww 十 va 一 > vii, C10) 
. . 1=] . 
这 里 我 们 发 现 一 个 规律 -上 两 式 均 对 重复 一 次 的 下 标 求 和 。 
1.2 有 求 和 钓 定 ” 对 重复 一 次 且 仅 一 次 的 指标 从 1 至 = 求 和 . 
这 时 (9),，(10) 两 式 又 可 覆 去 和 号 而 写成 


[| CF 型 一 vis (11) 
而 两 向 量 的 点 积 就 简化 为 
uv 一 十 Ht >) Wit = HV, ‘12) 
- 站 


类 伺 地 ，(3) (4) 式 成 为 


ard — SL + At 忆 十 引 到 ， (13) 
Dry rs 
Bu Om Ow (14) 


出 Y 寻 二 。 
On er Ox; 


如 果 进 -- 步 用 ( )，， 表示 偏 导数 2 ， 而 逼 号 后 的 字母 也 看 - 
作 服从 上 述 约定 的 下 标 ， 风 更 简单 地 宫 


3 四 
gadf 一 了 二 十 志 十 二 Dfifi, 《15 
i=l - 


diva 一 Hi 十 Hs2 十 Was = > Hi = iis (16) 
i=1 ’ 
类 仆 于 向 量 分 量 的 下 标记 法 ， 把 应 力 张 量 记 成  、 
or oo Ts 
- Tn = 或 {oi;), . {17) 
Ou Ta Taf . | 


则 平衡 方程 变 成 


0 十 Gao 十 oa 吓人 


Gan 十 oa 十 oo 一 


3 
1 将 
3 | . 
i 2 Cy} | (C18) 
| 宫 %-d 


应 用 两 个 约定 复杂 的 平和 方程 (6) 最 可 写成 

一 0. ~ (19) 

奥 高 公式 的 各 方向 余弦 { cos 人 x£), cos(n,y), cos{nt, 2)} 实际 

上 是 积分 区 域 边界 单位 外 法 向 Rn 的 分 量 1#;, ny, #5)， 按 现 在 的 
记 法 就 是 {sn,}， 于 是 (7) 就 变 成 

| WdV 一 中 ud 5 020) 


这 里 出 现 两 种 指标 ， 不 重复 的 指标 ( 即 取 情 指 昧 ) 称 为 自由 指 
标 ,重复 的 指标 ( 即 求 和 指标 ) 称 为 哑 指 标 。 旺 指标 可 以 任意 代 换 ， 
例如 wo 一 ww。 上 面 这 些 只 是 所 谓 “ 三 维 欧 氏 空 间 的 笠 氏 张 量 
运算 “的 某 些 片断 ,是 引进 两 个 约定 改写 熟知 公式 的 结果 ， 员 然 设 
有 实质 往 的 新 内 容 ， 但 已 部 份 地 显 出 必 的 优越 性 。 


有 


现在 问题 是 ， 从 一 个 直角 坐标 系 转换 至 男 一 个 直角 坐标 系 或 
锋 佣 坐标 系 (即食 射 坐 标 系 ), 甚 至 任意 的 曲线 坐标 系 时 ,情况 又 将 
如 何 ? 这 些 问题 的 解决 将 是 本 书 第 一 部 分 的 基本 内 容 . 

为 了 使 理论 上 弄 透 彻 \, 叙 述 上 更 一 般 ,以 后 我 们 将 讨论 维 空 
间 《ea 可 为 任意 正 整 数 )。 三 维 空间 是 特殊 的 ， 特 练 之 处 将 在 相应 
的 好 方 专门 指出 。 

今后 还 将 出 现 上 标 。 这 时 指标 是 上 标 和 下 标的 统称 ， 取 值 约 
定 和 求 和 约定 仍 有 效 ， 但 这 时 的 "重复 指标 应 理 解 为 "上 标 和 下 
标 分 别 相同 地 出 现 一 次 ”， 如 wn， 中 的 指标 ji。E"Yeh 中 的 指标 
,i 均 为 哑 指 标 。 应 注意 的 是 ,在 既 有 上 标 ， 又 有 下 标的 情况 , 同 
一 类 型 的 指标 是 不 允许 蛋 复 的 , 如 Pu 是 不 允许 的 。 在 任何 情况 
下 ,指标 重复 一 次 以 上 ， 如 I 工作， 阿 直 时 都 是 不 允许 的 ， 这 时 求 和 
约定 自动 失效 。 


$2 若干 符号 


为 了 行文 简练 ， 将 应 用 某 些 近 代数 学 通用 的 符号 : . 
Ci) 设 集 含 4 由 元 素 ,ww 和 和 x, 组成。 我 们 用 


A= {x, Xs x,} (1) 
表示 ， 当 元 素 较 多 时 ， 用 特征 描述 法 较 方 便 。 这 时 上 式 可 写 为 
A 1xrilie1,2, 3}, (2) 


这 里 一 竖 “| 后 面 陈述 x; 所 具有 的 特征 。 利 用 取 值 约定 ，(2) 式 
又 可 写成 4 一 {x:}， 这 果 我 们 默认 了 空间 的 维 数 是 3， 又 如 


B 一 ala 是 矩形 ，a 的 面积 一 1}), (3) 
若 * 是 集合 4 的 一 个 元 素 , 我 们 说 + 属于 4 ,用 矢 号 
XEA (C4) 


表示 ， 而 “x 六 4” 则 表示 “x 不 属于 A4”， 
设 有 另 一 集合 8。 如 果 召 的 每 一 个 元 素 也 是 4 的 元 素 ， 我 们 
说 "4 包含 B" 或 “B 是 4 的 一 个 子 柴 *, 用 “BA4” 点 示 . 
Qi) “YY 表示 “对 于 所 有 ”， 例 ;， “对 于 所 有 局 于 实数 域 EE 的 
» FT. 


*， 刀 六 0” 可 写成 
cewy ER:i230” 或 “rc 守 0,vreER’. (5) 

(ii) “3 表示 "存在 *。 例 : “3x: 双 一 位 是 "存在 一 个 *， 使 
2 一 4” 的 缩写 ， | 

“31” 表 示 “ 存 在 唯一 的 "。 例 : “31x€ Z:3 < < 5” 表示 
“在 整数 系 Z 中 存在 唯一 的 大 于 3, 小 于 5 的 数 *”. 

(iv)“4 = 之 B” 表 示 “ 如 果 4 成 立 , 则 B 也 成 立 ”, 或 者 说 “了 
是 4 的 一 个 推论 ”， 我 们 也 说 : “4 是 8 的 一 个 充分 条 件 ， 而 B 蚌 
4 的 必要 条 件 "。“*“4<> B” 表 示 “4 成 立 ， 当 且 仅 当 旦 成 立 ” ,或 
者 说 “4 和 B 是 等 价 的 "，“4 是 8B 的 充分 必要 条 件 ”. 

(v) “EF:4-> B:a 一 > 5b” 表示 “和 F 是 从 集合 4 到 集合 8 的 一 
个 上映 身 。 即 是 一 个 法 则 , 它 使 每 个 ee 4 有 唯一 的 一 个 bE 8B 与 之 
对 应 *"， 应 注意 :“ -> “表示 从 集合 到 集合 ， 而 “一 > “表示 从 元 素 
到 元 素 ， 

tviD “一 ”表示 去 边 由 者 这 的 表达 式 定义 。 也 用 到 反 过 来 的 
符号 “一 :”。 

(vi) 设 有 > 个 集合 44，:**， 4,， 它 们 的 向 氏 笑 积 是 一 个 新 
的 集合 ， 定 义 为 

A XX A {ms a aE A ar€ A1}, (6) 
其 中 《em ar) 称 为 了 元 有 序 组 。 . 

Lv)“ 口 *” 表示 诸 如 定义 ,证 阴 , 注 解 识 例题 等 逻辑 单元 的 终 
止 。 但 “ 口 * 内 在 该 单元 的 终止 可 能 和 下 文 不 明显 分 清 时 使 用 . 


$3 潮 换 
设 天 是 页 元 集 全: 站， 有 从 天 到 月 身 的 1 一 1 蛮 痪 
oiK oo Ei> ol(i,), "r=—1, 2,*…-, 帮 - (1) 
称 为 下 元 者 换 ， 也 可 写成 
让 
“ (i, ofia) 所 0) 


《gma)， cf ia)，- ”了 oi)) 是 (i, 让， “ry 网 的 一 个 排列 ,就 是 访 ， 
每 一 个 不 元 置换 对 应 于 一 个 灭 元 排列 ， 因 此 。 有 元 置换 的 沾 数 等 
于 外 元 排 络 的 个 数 , 即 +!， 
设 男 有 一 不 元 置换 
zi), rl (3) 
则 两 个 不 元 置换 ,连续 进行 的 效果 相当 于 一 个 不 元 置换 ， 称 为 
这 两 个 不 元 置换 的 情 积 。 并 记 作 


toi rati)), rl1,2,...,*. (4) 
例 : 4 元 置换 

和 有 而 4 2 5 7 
om 站 一 人 ( ) (5) 

1 和 天 4 3 了 2 

T 4 5 了 2 
r 一 人 1 “= 人 )， (8) 

1 1 hh 2 了 4 5 


则 
a) 0 


2 7 4 5 

元 置 的 的 全 体 构 成 一 个 群 , 称 汶 是 元 置换 群 。 并 记 作 全 (在 不 
引起 误会 时 ， 常 省 赂 下 标记 而 写成 各 。 

从 置 换 例 (5) 可 有 看 到 ,置换 后 元 素 (下 行 ) 的 排列 可 出 元 素 的 
下 标的 排列 代表 ， 加 果 有 一 个 下 款 较 大 的 元 素 排 在 一 个 下 球 较 小 
的 元 素 前 面 , 则 称 为 一 个 反 序 。 在 5) 中 ,名 在 二 之 前 ,是 一 个 反 
序 ; 也 在 六 之 前 ;又 是 一 个 芭 序 , 故 置 换 z 共有 两 个 反 序 ， 置 换 
后 元 索 的 排列 包含 的 反 序 总 数 称 为 该 登 换 的 反 序数 wafa): 
c(i))， 或 简 记 为 Nte)。 例 如 ，(5) 的 Way aayD) 一 2， 代 
数 证 明 ， 可 以 将 轩 换 前 元 束 的 排列 通过 逐次 地 每 西元 素 的 对 换 斌 
得 到 置换 后 元 素 的 排列 。 虽然 这 些 对 换 的 次 序 和 次 数 不 唯 一 ， 但 
对 换 次 数 N'(to】 和 反 序数 N(o) 有 和 祖 同 的 奇偶 性 因此, 这 和 神奇 
偶 性 反 胀 置换 的 一 种 内 在 性 质 。 当 Nto) 为 毅 数 时 ， 沪 置换 称 为 
奇 置换 , 侣 则 为 偶 置 换 。 表征 置换 奇偶 人 的 


i +1, 蛋 
seaci = (LM | os 是 偶 置 换 (8) 
一 1, 5 是 奇 兽 换 


称 为 置换 e 的 符号 ， 显 然 
sg rc) 一 SnT sgnd，sgng- 一 sgNo, (0) 
事实 上 ,实现 ro 的 对 换 次 数 为 分 别 实现 9 和 上 的 对 换 次 数 之 和 , 故 
sentray 一 C1) a 《一 1 +N 
TN 一 saTsgnd。 
公式 (9) 的 根据 是 : oo 是 恒 同 置换 庚 ， 而 sn(ia) 一 1。 于 是 
利用 《9)， 得 


- 1 
Sn ”一 . = sgno, 
SENT 


,ine 


第 I 章 张 重 代数 


§ 1 向 量 空间 和 基 


严格 的 张 发 运算 建立 在 向 量 空 间 丢 念 钓 基础 上 ， 理 论 叙 述 的 
每 一 步 几 平 都 涉及 这 个 概念 。 有 必要 首先 组 确 交 待 向 量 空间 的 定 
义 及 有 关 的 若干 性 质 ， 在 这 里 ， 向 量 是 一 个 拙 入 概念 ， 今 后 我 们 
理解 实数 和 标量 是 同 义 语 . 

11 定 尽 【 实 ) 向 量 空 间 是 在 实数 域 R 上 的 集合 Y ， 它 的 元 
染 称 为 向 量 (o 浇 示 零 向 量 )， 并 且 Yu,v,we%Y ， a,8ER 定义 
有 下 述 两 种 运算 ， 

(一 ) 向 量 加 法 和 十: YX 入 一 oresoF> 二 wo: 满足 


(i) 十 一 如 十 税 (如 法 交换 律 ) 
(ii (十 四 十 四 一 中 十 (e 十 到 ) 《加 著 结 合 律 ) 
(ii) uto=u ( 零 向 量 的 存在 性 ) 
fiv)》 十 【一 上 一 上 《人 负 向 量 的 存在 柱 ) 


(二 ) 数量 兵法 ” : R X gr 一 gr:(ey 和) 上 -> au”， 满足 
(v) (十 Pj 一 ou 十 Pu 《对 标量 的 分 配 律 ) 
(vi age 十 2) 一 ad 十 uv (对 向 最 的 分 配 律 } 
{viiy) atfa) — Caf Yu (对 标量 的 结合 律 ) 
《viii) lu = wu. DD 
运算 的 结果 仍然 是 向 量 , 常 说 ，% ”关于 这 两 种 运算 是 封闭 的 。 注 
质 (Gi) 和 (x 让 使 省 去 括 谨 的 写法 a 十 0 十 四 和 afu 术 引 起 
含糊 、 向 量 的 减法 约定 为 
v=ut(—v). : 【13 
根据 交 的 者 闭 性 可 知 ， 任 何 向 重组 { 四 ， ,wr} CY 的 线性 组 合 


"lili" 


地 
BD) alt Yat, .so ER (2) 


[| 


仍然 基 一 个 向 量 , 即 仍 属 于 9， 这 里 7 可 能 不 是 空间 维 数 ,和 号 
不 能 党 略 。 

12 定义 ”向 量 组 {tu} 称 为 线性 相关 的 ， 如 果 存 在 
不 全 为 零 的 实数 a',.… , o", 使 得 


> wt = OO, 
否则 > 称 为 线性 无 关 的 , 口 
从 这 定 尺 ,得 | | 
1.3 定理 ” 疝 最 组 {tr ,+**, ww} 是 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 


Fo 0 一 (3} 
4 一 1 
.4 定 尽 ”线性 无 关 疝 最 组 18 。: … :8 己基- 称 为 2 的 极 大 
线性 无 关 疝 量 组 ,如果 vae gl :18 ge 是 线 幅 相关 的 ，。 
到 任何 到 可 由 该 庙 量 组 线 人 狂 表 出 : 


a = Hig (4) 


可 以 证 明 , 艾 “ 的 任何 极 大 线性 无 关 向 量 组 包含 向 量 的 个 数 相 同 , 
这 个 数 = 称 为 向 量 空间 的 维 数 , 记 作 dim9z， (4) 的 右 端 对 i 
从 1 到 维 数 = 求 和 ,所 以 按 求 和 约定 省 去 和 号 。 按 取 值 约定 , 极 大 
线性 无 关 组 可 简 记 作 {gr:}， 称 为 六 的 一 组 ( 协 变 ) 燕 。 基 的 每 一 
向 量 g 称 为 ( 协 变 ) 天 向 量 . (4) 中 的 w' 称 为 向 量 刀 在 gi 方向 
的 ( 道 变 ) 分 是 , DC _ 

读者 发 现 , 其 有 下 标的 量 我 们 都 冠 久 " 协 变 " 字 样 ; 阿 月 上 标的 
则 加 逆 变 ”， 这 包含 一 种 规律 性， 道理 以 后 再 作 交 代 ， 

1.5 定 尽 ”向 量 空间 Y 的 任何 非 空子 集 哆 ” 称 为 芝 的 子 空 
间 , 如 果 吕 ” 对 在 区 所 定义 的 加法 和 数 乘 也 是 封闭 的 ， 即 

{ni,vE Ww ,Ya, PER)—> 0 Bove Ww, . (5) 


* 


$2 内 积 空 间 , 度 量 张 量 和 对 偶 基 


我 们 生活 或 周围 自然 现象 进行 所 在 的 场所 是 通常 称 作 的 三 维 
次 氏 空 间 。 这 个 空间 的 每 一 点 有 一 定 的 结构 。 在 每 一 点 上 可 以 作 
用 有 各 种 各 样 的 (约束 ) 向 量 , 向 量 间 可 以 进行 运算 , 例如 (i) 两 向 
量 豆 和 vw 可 以 按 平 行 四 边 形 相 加 , 向 量 可 以 伸 长 或 缩短 为 男 一 订 
量 (容易 验证 ,这 种 加 法 以 及 数 秉 满 是 上 一 节 对 向 量 空间 所 规定 的 
性 质 ); ( 直 ) 可 以 按 Jal - 151cos6 进行 点 蒋 , 求 它们 的 夹 角 和 向 
量 的 长 度 ;( 道 ) 此 外 ,还 可 以 进行 及 用 ， 结 果 是 垂直 于 吉 和 了 而 
长 度 为 la .121 sin9 的 站 量 。 我 们 把 这 些 概念 公理 化 , 推广 至 
= 维 空 间 。 首 先 根据 (i)， 在 向 量 空间 明 引 进 点 积 的 概念 . 在 某 
种 意义 上 ,又 积 将 由 外 积 来 对 应 ,这 一 点 以 所 再 讨论 ， 
2.1 定义 【 实 ) 向 量 空间 成 为 ( 实 ) 内 积 空间 ( 仍 记 为 "), 如 
果 Yasp, 由 E 9 ;ms RE RR 再 定义 点 积 运 算 "; YX ge 一 RBR:(u, 
v)H>uo”, 满足 
fi mp 一 pm | 【对称 性 ) 
(ii tfap 十 Fin) = ov + Paw ( 双 线 性 
{iii) uu 0, .an = 0<>u = oo, 《正定 性 } 
2.2 定义 ”向 量 & 和 vw 称 为 互相 正 交 的 ,如 条 m 一 0. 口 ] 
作为 性 质 (iii) 的 推论 , 我 们 有 
2.3 定理 正 交 于 所 有 同盟 的 向 量 必 是 零 向 量 ,出 
aE I oy 0. (1) 
这 个 性 质 称 为 点 积 的 非 退化 性 . 
证 明 设 定理 的 结论 非 真 ， 即 存在 正 交 于 所 有 向 量 的 非 零 向 
量 v 关 90, 则 只 要 取 一 ;就 得 与 性 质 (ii 矛盾 的 结论 wz 一 0. 
24 定 义 设 {gi:} 是 内 积 空间 g 的 协 变革 出 给 定 的 点 积 
运算 唯一 确定 的 对 称 矩 阵 
[Iai]: 一 [gg;] 《由 点 积 的 对 称 性 。gj 一 名门 (2) 
的 元 素 称 为 度量 张 重 的 协 变 分 量 。 口 ] 


这 里 姑且 先 用 张 量 一 词 , 以 后 再 明确 定义 ”有 了 [85。， 就 可 以 
(2) 利用 点 积 的 双 线 性 性 质 和 和 (232、 计 算 任 意 两 向 量 w 和 vw 
的 点 积 


av = (WR) (VB) = wvig 8, = gi (3) 
(5b) 根据 点 积 的 正定 性 。 定 义 向 攻 的 长 度 

la: = Vi = Vg 4) 
tc) 定义 两 非 零 向 量 的 夹 和 角 8€ [0, x] 的 余弦 

cos0: 一 四 i (5) 


allol Vo/ 
“度量 张 量 ” 的 称谓 正 由 子 它 确定 向 量 的 长 度 ， 夹 角 余弦 的 定义 
(5) 是 三 维 情形 的 推广 ， 这 推广 是 可 行 的 , 因为 根据 下 语 的 定理 ， 
(5) 式 右 端 的 绝对 值 生 不 大 于 1， | 
2.5 定理 {Schwartz 不 等 式 ) 设 Y 是 内 积 空 间 , 佣 有 
[ap| < al: [vo|, Yu, ve %. (5) 
证 明 若 u 和 v 线 性 相关 (ea 一 或 vv 一。 是 特殊 情形 )， 
(6) 式 显然 成 立 ， 对 于 a 和 = 线性 无 关 情 形 , 根 据点 积 的 性 质 , 有 


0< 一 rE 一 7) 


uu uv vp uy 
ia 一“ 二 六 Te 2 rai) 
并 由 此 得 
uv 1al: vl, (7) 
用 一 # 人 代替，(7) 式 变 为 
av< al 15 = jel [ol tal .lol < uo. (8) 


(7) 和 (8) 给 出 (6)。 口 
显然 , 正 交 向 量 的 实 角 9 一 二 ， 和 三 维 情形 一 致 . 


将 (1.4) 代入 狂 质 (证)}， 点 积 正 定性 等 价 地 表达 为 
Bi im! 0, 有 gnini 0 > 本 一 小 ， (9) 
这 说 明 。[g 是 正定 二 次 型 gijwiw 的 系数 矩阵 。 代数 学 告诉 我 


* 1 = 


们 ] 
2.6 定理 ， 
B = det[g8;] > 0.- 口 {10) 
可 以 看 出 ,定义 点 积 等 价 于 给 定 对 称 正定 从 阵 [gi;]， 
. 2.7 定义 设 18} 是 内 积 空间 的 协 变 基 . 线 性 无 关 向 重组 
{a ) 称 为 g 的 化 变 基 (或 者 说 {g1} 是 {gi} 的 对 惕 基 ) ,如 果 清 足 
4 .| Fr 当 # 一 j， . 
Ck (C11) 
I0。 当 守 关 关 
六 称 为 Kronecker 符号 . : | 
2.8 定理 ”在 内 积 空间 "里 ,存在 {g} 的 唯一 的 对 侦 基 {g}. 
证 明 设 存在 满足 条 件 (11) 的 疝 量 组 {a}. 这 些 向 贯 及 在 
协 变 基 {8;} 上 的 分 解 为 


到 一 kB {121 
代入 条 性 (11)， 并 利用 (2), 得 
下 一 时 = BRE 一 Pt (13) 


把 各 g* 看 成 未 知 数 , 则 [g"] 是 一 个 未 知 的 X = 所 阵 ， 将 (13) 
写成 矩阵 形式 ， 又 得 

[gw][guw] 一 [6 一 了 (单位 阵 )， 《14] 
根据 定理 2.5, 对 称 矩 阵 {gu 是 满 秩 的 ,有 唯一 的 逆 ( 也 是 对 称 ). 
(14) 说 明 ，[8"] 正 是 这 个 逆 。 回 到 (12), 证 实 了 满足 (11) 的 
向 量 组 {8 站 的 存在 唯一 性 , - 

取 (14) 的 行列 式 ,得 

adet[g’t] * det[giu] = 1. 


卫 | 


出 (10), 及 有 
det[ gi] 一 
t[ gii] dct > {15) 
披 扣 定理 13， 如 果 能 证 明 ,由 
ag —D0 (16) 


可 得 到 


昌 13 » 


pi (17) 


的 结论 , 则 { 8) 是 线性 无 关 组 ， 为 此 , 将 (12)》 代入 《16)。， 得 

| "pag = 0. . {13) 

因 为 协 变 基 {gi} 是 线 性 无 关 组 , 亦 根 据 定理 13， 上 式 导 歌 
Bipe — 0. (19) 


把 各 4 者 成 未 知 量 ,上 式 是 齐 次 线性 代数 方程 组 。 由 于 (5)y 它 
的 系数 筷 阵 行列 式 大 于 霍 , 丰 只 “有 零 解 (17)， 从 而 得 证 具有 * 个 
向 量 的 {81} 的 线性 无 关 性 。 口 i 

将 陋 个 逆 变 基 向 量 点 乘 , 利 用 (12), (2) 和 (13)。 得 


下 (EEA) (BB) — ggiighl ™— Bt — gi, (20) 
这 式 从 另 一 角度 说 明 fg 的 对 称 姓 .将 &; 图 (12)， 叉 得 
pug 一 Pl gk 一 Hg 一 g. {21) 


至 此 ,我 们 已 获得 了 内 积 空间 的 全 部 基本 量 ; tg,}, [gw], [81 
{gr} 以 及 它们 的 性 质 和 相互 关系 。 为 了 对 这 些 量 取得 更 系统 和 
更 直观 的 看 法 ， 我 们 给 出 下 述 关系 图 . 


协 变 基 


一 将 量 张 其 道 这 分 量 
线性 无 闫 组 ) (对 称 ，det> 吕 
pp 于 r=¥ Fs 
度量 张 量 
协 变 分 是 
四 和 过 时 _ 道 变 基 
《 对称， dri > 《 弃 性 无 关 铂 》 


从 协 变革 {8;) 出 发 ， 可 依次 求 得 [8;]，[s"]，{gr}。 按 相反 次 
序 , 从 逆 变 基 {gr} 出 发 又 可 求 得 [9:1，[Lgi]，{g;}。 指 标的 
“上 * 与 “下 ”, 玫 户 的 “ 逆 变 ”与 “ 协 变 ”, 只 是 为 了 区 别 在 作用 上 是 等 
价 的 两 组 量 。 我 们 完全 可 以 将 它们 的 上 、 下 标 和 称呼 病例 过 来 。 
我 们 称 {g,} 和 {gr) 互 为 对 侦 基 ,或 互 为 共 医 。 


* ti * 


械 然 8] 也 是 入 的 一 组 基 ， 人 性 何 向 量 就 可 由 它 线性 表 则 : 


a 0 vg C22) 
同样 ,也 可 几 [8#] 计算 点 积 ， 上 长度 太 夹 角 余弦 : 
ap 一 iary (23) 
fu! 一 Vg, (24) 
cos 日 一 — EM 25) 


本 
以 后 将 看 到 , 8 和 8 只 永 过 是 同一 张 量 的 不 同类 型 的 分 是 而 已 ， 
我 们 称 g” 是 度 最 张 量 的 涝 变 分 量 ， 同 样 ， 扩 和 本 也 是 同一 了 向量 
4 的 分 量 。 和 道 变 分 量 w' 不 同 。uw 称 为 下 的 协 变 分 量 . 只 要 将 
8 和 .gi 分 别 点 莱 (1.4) 和 (22),， 并 利用 (11), 就 得 这 两 种 分 量 
的 表达 式 : 四 


ti Ng, i Ug. (26) 
将 (C210) 和 (12) 分别 代入 (1.4) 和 (22),， 又 有 
Hm Wg, igi 
Wig WE i, 
从 这 里 得 
《到 一 pig 0, (Wi — Bim p90. 
壹 虚 到 基 向 量 的 线性 无 关 , 就 得 wu 的 两 种 分 量 的 关系 : 

HW’ 一 gH ;= gi {27) 
联系 的 丙种 分 县 的 是 度量 张 量 犁 有 关 分 量 。 这 些 分 量 想 着 升降 
指标 的 作用 ,有 人 叫 作 “指标 游戏 *. (1.4? 和 (22), 是 则 一 向 量 的 
两 种 袁 示 ,无 实质 区 别 。 正 卫 为 此 ,用 " 芯 字 母 " x 强调 丙种 分 量 的 
实质 相同 ， 而 指标 的 上 下 则 用 来 区 别 不 同 的 表示 。 我 们 经 常 等 价 
好 说 : “向 量 u”,“ 向 量 wx”Y 或 “商量 ww”。 今后 将 出 现 更 复杂 的 
基 。 其 袁 示 方式 的 数目 就 相应 地 增加 . 


$3 张 量 和 张 量 积 


现在 从 另 一 前 度 米 看 问 量 种 万 的 点 积 ，。 如 果 周 定 如 而 变 


® 17" 


作 z， 则 实数 wp 也 随 之 甫 变化 . 因此 ， 考 虚 到 点 积 的 线性 性 出 
【ay 向量 站 可 以 看 作 是 vw 的 (标量 值 ) 线 性 函数 ; 
um 一 用 :8 上 一 > uv): HV,  . C1) 


它 满足 
uay 十 Fw) = ou(tp) + Palw), Yo WWE; a, BER. 
按 (1) 将 (2.26) 改写 ,就 得 向 量 = 两 种 分 时 的 新 售 义 ， 是 线性 函 
数 站 在 基 向 记 上 的 算是: 
wi AR) a — (8), | (3 
将 这 种 把 向 量 看 作 绥 性 函数 的 观念 推广 * 就 得 一 一 般 的 张 量 定义 . 
3 定 尽 ”对 于 任意 正 整数 *，r 重 线性 函数 四 
BI XXX R00, VB ) 
* 重 - 
称 为 在 攻 的 rf 阶 张 量 . + 重 钱 性 是 指 , 对 1 至 > 范围 内 的 任意 六 
满足 


和 (ap 十 po 一 

二 BBD), Yo 门 (3) 
两 个 > 阶 张 量 相 等 负 一 于 ,如 果 锡 (o，， 0 oe, 
UV}, WO) WE YL 

3.2 定义 > 阶 张 量 生 在 基 疝 量 上 的 算 值 称 为 该 张 最 的 分 量 ， 
并 记 作 ， 
Pi 一 更 (5 (4) 


ou K+ i Pla, "ss Ei B+!, * "2"), {5) 


Pri oo P(g BT) (6) 

{4) 型 称 为 亚 的 协 变 分 量 , (6) 为 逆 变 分 最; 其余 称 混合 分 量 .。 口 

每 一 个 自 变量 可 独立 池 取 为 涟 变 或 逆 变 基 高 量 ， 因 此 共有 > 

种 分 量 。 作 为 特殊 情形 ,向 量 大 只 有 一 个 自 变 量 ， 亦 称 一 阶 张 量 ， 

共有 2 种 分 量 , 雪 的 各 种 分 量 间 也 是 通过 度 盘 张 量 的 分 最 的 天 降 
指标 作用 相 联 系 的 ， 例 如 


"18 * 


FE 


中 = Bg ,8 = Dig, , 8, "8,) 
= di 人 ,说 = FD. jp (7) 
因此 ,给 定 一 种 类 型 的 分 量 , 就 可 通过 度量 张 量 升 降 指 标 得 出 所 有 
其 他 类 型 的 全 部 分 量 。 由 于 各 指标 可 以 从 1 双 = 取 值 。，> 阶 张 量 
的 每 种 分 量 共有 * 个 。 

3.3 定理 给 定 ~ 阶 张 备 虽 < 公 给 定 它 的 任 一 种 类 型 分 有 量 { 例 
如 , 协 变 分 量 更)。 

证 明 ”所谓 给 定 一 个 + 阶 张 量 事 , 就 是 给 定 对 任何 变量 
6 算出 十 (v5) 的 一 种 法 刚 ， 时 然 , 按 (47 就 
可 算出 所 有 分 量 多。 友之, 荐 给 定 多 就 可 按 下 式 算 出 币 
在 任意 四 .wee 上 的 值 

Bip, 0 一 名 (8 r+, tirgi,) 
一 2 
— vip DD (3) 
证 明 中 用 到 了 钾 的 多 重 线性 柱 质 . 

34 定理 设 则 和 先是 任意 * 阶 张 量 ，e 是 任意 实数 ， 如 果 
称 在 任何 自 变量 的 算 值 均 为 零 的 张 量 为 零 张 量 口 ， 并 按 下 述 定义 
引进 “ 张 量 加 法 “和 " 数 乘 ”， : 
(B+ WD Bn ,0) 

寺 帮 (WW .v0 ), - (9) 
(eB) pp) = oP ,1 )), (10) 
Yo areg， 则 全 体 > 阶 张 量 构成 一 个 向 量 空间 ， 称 为 
上 的 + 阶 张 重 空间 , 记 作 FY ). 

证 明 从 了,(97) 的 定义 可 知 ， 它 对 上 述 两 种 运算 是 持 闭 
的 。 久 由 于 运算 (9) 和 (10) 仅 定 尽 央 结 为 实数 的 运算 ， 它们 显然 
满足 向 量 空 间 的 八条 性 质 ， 口 

只 要 在 (9) 和 (10) 臣 取 基 疝 量 作 为 自 变 量 , 利 用 张 量 分 重 的 
定义 。 作 为 结论 就 得 古 殿 的 “ 张 量 和 ”及 “ 数 蔷 “的 分 量 定义 式 ， 例 
如 
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[Re 十 Wr em Bi 十 gir (被 加 各 分 县 
必须 是 同类 型 的 )， 
Ca Yr 一 oP 
3.5 定义 设 多 (7) 和光, 必 97) 分 别 是 在 上 的 + 阶 和 
< 阶 张 重 空间 .定义 一 个 映射 
OFA X TFA) FI AB TP) BOP, 
(11) 
按 下 述 条 件 
POP os Hy Ors Wr) OO— BD vw) 
Bg, Vr) YO es Vr HF, (12) 
0 = GB 称 为 罗 和 仇 的 张 量 积 , 口 
显然 ;, 张 量 积 惠 久 矿 是 7 十: 重 线性 函数 , 即 # 十 阶 张 全 根 
据 定义 , 张 最 积 了 映射 办 是 一 个 双 钱 性 映射 , 即 浪 足 


(ep)BY = cl(@ OF) 
一 消 避 (a 矿 】( 因 市 可 签 统 地 写 三 Br)， 
(13) 
(B+ 邮包 名 RP + BDV, (14) 
GE, T+) 一 BHP, + BDOW,, (15) 


Va ERR; PPE TY), ,We FAN). 
以 (14) 为 例 , 按 定义 验证 如 下 : 
(@, + $B Vr) = BT Bi) (Pi Hr) 
‘BD, Vs) 
= BD 0) Ba 9B Vr) 
一 Po OB ,Vrs) 
+ Bp OP Vr) 
一 BOP, V+ BRP 0 te) 
= (PDP + POEY)C0, mt 
得 于 和 变量 如 ， -vr+; 的 任意 竹 , 上 式 导 致 (14)- 
3.6 定理 张 量 积 中 一 利多 更 的 分 量 等 于 利和 可 相应 分 量 
的 鞭 积 ， 


二 放生 晶 


证 明 根据 定义 3.2, 例 如， 我们 有 介 的 -一 种 混合 分 量 如 下 
| Oi BOP Er Bj i) 
一 Blige, EP gs 8) 
一 Bp, 面 {16) 
按 经 典 串 法 ， 张 量 积 就 是 所 谓 并 区 . 者 入 分 别 有 w 和 和 # “个 二 
述 类 型 的 分 量 , 从 而 各 有 xf 个 分 量 ( 相 应 类 型 的 ).。 i 
在 张 量 积 币 @@ 到 中 ， 则 和 可 本身 又 可 以 是 别 的 更 低 阶 张 量 
的 张 量 积 ， 注 意 到 , 张 量 积 的 定义 归结 为 实数 的 乘积 ,从 而 满足 结 
合 律 ， 例 如 【 重 @ 和 )CEO 一 年 外 (P 了 OQ)， 于 是 我 们 可 以 将 嘴 量 
积 了 映射 推广 至 任意 * 个 张 量 空 间 : 
加 : TAI) Ke FTAP) TF) 
(BB > BD, ,i) 
三 年 罗 :的 人 吕 :， | 


按 条 储 
BB BI Di Oh Di) 
— Plone 0 i, ). 《17) 
容易 验证 ， 仿 是 多 重 线性 肌 射 : | 
四 (oa 有 + PE ,7) : 
= eB BO 1), 
Ya PER;: ®i, $B' ET, (Y). 
在 每 个 下, 都 是 一 阶 张 最 ( 即 向 量 mr) 的 最 简单 情况 下 ， 上 述 
多 重 张 僵 积 成 为 三 交 :的 它 是 : 阶 张 量 ,在 本 EE 了 
上 的 值 是 
下 一 ef er . "ut( 0,) 
= (0 (DO | | (18) 
这 种 具有 * 个 向 量 ( 不 一 定 线 性 开关 ) 的 张 量 积 称 为 售 单 张 量 . 
昭然 了 阶 张 量 空 间 8 (ex) 是 一 个 向 量 空间 { 它 的 元 素 一 一 
r 阶 张 最 一 一 是 一 逢 广 议 的 商量 )， 在 字 .fs2) 也 就 有 线性 无 区 
组 的 问题 ， 而 极 大 线性 无 关 组 就 是 也 (77) 的 基 ， 正如 14g} 或 
{gg 是 区 的 基 一 样 . 下面 讨 论 这 个 问题 。 


oP: 


3.1 定理 {gi 的 … 的 gi,1 是 7? 阶 张 量 空间 了 (2 ) 的 一 
基 : 称 为 次 积 基 . 乘积 基 共 有 ww 个 简单 张 量 , 歼 2 3) 是 人 
向 时 空间 . 
证 明 首先 证 
pg 0 p00, (19) 
事实 上 ,(19), 的 左 端 是 wr 个 + 阶 篇 单 张 量 的 线性 组 合 , 因而 仍 蚌 
一 个 + 阶 张 晤 , 醒 且 是 零 张 量 , 即 它 的 每 个 分 量 都 应 为 零 : 
和 一 pirirg, DDR, + Bi) 
= piroh.. :Bir = gir 
此 即 C19);, 于 是 ,根据 定理 1.3， 简 单 张 量 组 【8 办 … :四 区 是 
线性 无 关 组 。 今 证 任何 四 了 9) 可 由 {g, 罗 :四 gr 线性 
表 出 。 利 用 (18) 式 ， Vo ,v9 ; 
Bo, ) Bg, v8) 
= wh 
一 下 
一 四 人 
一 有 
由 ws 0 的 任意 性 ,得 
.Dg,. Ol (20) 
有 如 的 基 {8 通过 指标 游戏 诱导 出 对 偶 基 {gr}， 
AY ) 的 萎 积 基 {gi 多 @… 的 gi,} 诱导 出 并 一 1 组 基 ， 只 要 在 
上 述 基 中 一 个 ， 若 干 个 或 甚 多 > 个 协 变 基 向 量 gr 代 之 以 道 变 基 
向 量 #7， 例如 
{gD DE) {Dee Dg {gD 
gir} 等 。 话 导出 的 每 一 组 均 可 用 相同 办 法 证 朋 是 了 必 XY) 的 
基 .。 因 此, 更 就 有 2 种 等 价 的 表示 式 : 
古 一 外 DEL 的 8 
一 Pn ea 
一 一 上 (21) 
这 些 分 解 系数 就 是 定义 3.2 所 定义 的 各 种 分 量 . 


" 22.* 


YY (9”) 的 每 一 种 基 的 元 宕 是 协 变 或 逆 变 基 向 量 的 张 且 积 ， 
痢 大 简单 张 便 ， 称 为 世 张 量 .。 一 个 基 的 基 张 量 作为 一 个 = 阶 张 量 
及 可 由 任何 基线 性 表 出 ， 例 加 | 
EOF DBE = Lg Dg (22) 
. ET - -er 一 gilll.. ‘gig 0g. (23) 
这 些 都 是 以 一 80B 一 rr 代 人 的 结果 .在 上 两 
式 中 ,各 分 最 均 是 度量 张 是 各 有 关 分 量 的 采 积 ， 它们 辣 时 又 是 指标 
的 升降 者 ， 
类 似 于 向 量 拉 的 两 种 分 量 的 关系 (2.27)， 任 意 * 阶 张 量 利 
的 2* 种 分 最 间 也 通过 指标 游戏 由 度量 张 量 联 系 起 来 。 用 相同 于 
人 27) 的 证 法 ,容易 证 明 , 例 如 
Pi, = gp. 4) 
| Di" = gill. ,oi je (25) 
读者 还 应 注意 到 ,rf 阶 张 量 分 服 的 指标 个 数 也 是 "， 每 一 指标 
占 一 列 . 当 该 列 出 现 上 标 时 ,下 标 前 位 置 应 空 出 ,例如 名 不 能 
写成 -外 ”有些 书 将 空 出 的 位 置 补 上 一 个 点 ,如 De 但 这 样 
写法 太 繁 焉 了 ， 
从 定理 3.7 还 可 以 看 到 ,+ 阶 简单 张 量 固然 是 * 阶 张 量 , 而 * 
阶 张 量 不 一 定 就 是 简单 张 量 ,但 任何 7 阶 张 量 均 可 表 为 有 限 个 (不 
超过 个}r " 阶 简单 张 量 之 和 , 


”$4 基 的 转换 和 标准 正 交 基 


设 有 另 一 组 协 变 基 fgr]}(%- 的 另 一 个 肥大 线性 无 关 向 量 组 ) 。 

用 吏 搬 的 下 标 区 别 于 原 有 协 变 基 {g;}。 每 个 基 向 量 gi 在 旧 基 上 
分 解 得 
一 和 (1) 
及 -… 机 
gi 一 BB 一 (2) 

其 中 必 ( 共 为 由 个 实数 ) 称 为 协 变 转 换 系 数 ， 将 (2) 写成 炬 阵 形 


式 , 并 计算 行列 式 , 得 


[grew] = [ All ew ll A 1l, 《3 
det[grz] 一 《det[ 45] Jadet gt。 和 
根据 定理 2.5， 有 

det[gr > 0 : (5) 

从 而 . 
det[ Ais] = 0. {63 
将 te } 的 共 基 {g"} 的 基 向 量 gr 在 旧 逆 变 基 { 丸 }】 上 分 解 , 又 得 
: g — Arg ~ (7) 
La . 站 
8 (8) 


其 中 4f《 亦 为 开 个 实数 ) 称 为 敢 变 转换 系数 ， 两 种 转换 系数 符号 
的 区 别 在 于 工 标 太 是 下 标 带 撒 。 让 我 们 找 出 它们 的 关系 。 为 此 ， 
将 (1) 和 (7) 代 人 协 变 和 逆 变 基 向 量 的 定义 关系 (2.11)， 我 们 有 

于 一 ri (97 
,根据 Kronecker 符 肖 的 定义 (2.11)， 其 量 的 指标 和 Kronecker 
符号 的 某 指标 求 和 ,相当 于 将 该 景 的 这 个 指标 换 以 Kronecker 符 层 
的 另 一 指标 。 于 是 ,上 式 变 成 


女生 一 形 。 (108 
号 成 矩阵 形式 就 是 
[ET 一 1 一 站 ， (11) 

可 见 ，[ 好 1 是 满 秩 和 矩阵 [Ai] 的 逆 矩 阵 ,当然 也 是 满 秩 的 
det[ A ] 0, (12) 


. 如果 分 别称 (1)，(7) 和 (2)，(8) 为 基 向 县 转换 式 和 麻 量 张 
量 协 变 和 北 变 分 量 转 换 式 , 则 (9) 可 看 成 是 Kronecker 符号 的 转 
换 式 . 

_ 新 的 协 变 基 {gi] 诱导 出 > 阶 张 最 空间 .FY ) 的 新 的 乘积 
基 : {g/B Ba), {sO Da) (2D De) 
等 .任何 四 € (9) 在 新 基 上 的 表示 式 就 是 
Ck A PE PE 2 


下 定 理 


一 … 一 Deg, {13) 
技 定义 3.2 及 张 量 的 线性 性 质 ， 多 的 各 5 分量 有 转 拓 了 


Oi "~ pg’, : ‘87) 一 Pg', A “ 

一 人 4 A - Pla’, * 8 

— A7. ‘As iaris, (14) 
Pi Bg ,ge 8) 

一 44 A "Di i . (15) 
Bi. 一 ‘Ar ‘9. (16) 


， 阶 张 量 分 量 的 鞭 殊 必 个 和 应 的 转换 系数 (包括 求 和 ) 的 策 积 实 
更， 每 一 乘积 包含 协 变 ( 或 道 变 ) 转 的 系数 的 个 数 和 协 变 ( 或 送 变 ) 
指标 ， 即 下 (或 上 ) 标 的 个 数 相 同 。 训 和 典 张 量 运算 就 是 这 样 把 张 量 
定义 为 对 应 于 每 一 组 基 按 上 述 法 则 转换 的 有 序数 组 .本 书 采 用 的 
张 县 近代 定义 与 基 无 关 , 而 分 量 的 转换 法 则 基 作 为 推论 而 得 出 的 . 
细 观 (2), (8) 和 {9)。 我们 发 现 ， 它 们 都 是 二 芥 张 量 分 量 的 
转换 公式 .因此 ，gjy，、8* 和 而 都 是 二 阶 张 量 的 分 最 ， 另 一 方面 、 
从 下 式 
人 (17) 
可 见 ， 这 些 分 量 是 通过 度量 张 量 的 开 降 指标 作用 相 联 系 的 . 因此 ， 
它们 实际 上 是 一 个 张 量 一 一 就 是 度 景 张 量 ， 记 作 {一 一 的 各 种 分 
有 是， 于 是 
了 一 gg Og gO 一 dg:Opi 
| 一 Hgts — giigidg,. (18) 
按 我 们 的 规定 , 张 量 分 量 的 每 个 指称 占 一 列 ， 及 ronecker 符 导 属 唯 
一 例外 ， 这 非但 不 会 引起 混乱 而 相反 地 带 来 方便 ， 度 最 张 是 又 吓 
单位 张 重 或 恒 同 变换 ,其 根据 见 第 TI 章 . 
.本 1 定义 ”内 积 空间 2 区- 的 一 组 基 {ei} 称 为 标准 正 交 基 , 如 果 
满足 
eel = dF, C19) 
其 中 Bp 是 Kronecker 符 写 ,定义 同 (2.11)。 


Li 


4.2 定理 ”在 内 积 空间 2 , 存在 一 组 标准 正 交 基 . 

证 明 我 们 进行 构造 性 证 明 . 设 {g,} 是 > 的 一 组 基 。 先 移 
造 一 组 正 交 基 {f} ,满足 ff 一 0 着 i 了 j 令 甩 一 (和 闫 0)， 
并 刘 f= Bs 十 eh, 这 样 确定 二 使 Fh 二 0， 姑 


和 一 -下 太一 fg Eff 一 > 上 一 一 人 


把 户 写 成 记 二 和 十 8， {的 } 的 线性 无 关 使 太志 0， 再 设 
太一 有) 十 Safy 十 上， 这 样 确定 全 E29 使 所 和 六 A 正 淡 ， 即 


oO— ff fg t+ ff > — ‘5, 


D0.= ff = fg 十 六 六 一 二 5 一 一 a. 


把 有 写成 一 ;十 5 十 (525 十 与 )8， 易 知 ，{B Ba， 区) 的 
线性 无 关 使 4， 这 个 过 程 可 以 一 直 进 行 下 去 , 寺 到 得 到 整个 下 
交 基 {让 }。 将 {fi} 标准 化 ， 就 得 满足 (19) 的 标准 正 交 基 {8,); 
所 ，, 口 

| 

4.3 注 在 标准 正 交 基 的 情形 下 ,由 于 条 件 (19), 协 变 基 和 北 
变 基 是 重合 的 ,或 者 说 , 协 变 和 逆 变 的 鞍 别 消失 .这 时 ,一 般 只 用 下 
标 ,遵循 求 和 约定 1.2， 从 而 (9) 也 只 有 一 组 习 积 基 {e; 人 @ 
De,,). i 

4.4 定理 ”标准 正 交 基 问 的 转换 系数 年 阵 是 正 交 和 氨 阵 . 

证 明 设 有 另 一 标准 正 交 基 {ew} ， 其 中 er 二 4iwe;。 由 正 
交 条 件 {19) 得 加 


e; 一 


» : 本 — eer — AAAriee; = Andyr, 
写成 绰 阵 形式 | 
. 1= [5] 一 [ Ai A ]T, | (20) 
取 行 列 趟 又 得 
: detl di] 一 土 1。 (21) 
这 正 是 正 交 矩阵 的 条 件 ， 
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$5 缩 并 与 点 未 


5.1 定义 ” 缩 并 是 一 种 将 r( 兰 2) 阶 张 量 降 2 阶 的 上 映射 
Cp ni 2) A ): BE> Cpng, 
定义 条 性 为 
Cop oP ps at 
一 Po, Ops Eis Oprss 7) Vass Bs Urts* +: Vr), 
Ys Dp Depts 9 ass Vrss DE WS; 
lp<i4r, | (1) 
其 中 {g,}，{gi) 是 9 的 共 站 , 重 复 指 标 i 遵守 求 和 约定 .。 口 ] 
按 定 义 ， 缩 并 显然 是 一 种 线性 运算 : 
Cntas + jE) = eC + FC on. . (2) 
加 果 另 有 工 菇 {gir}，{g”1， 则 将 及 一 人 ge g 一 站 bg 代 人 
《1) 式 右 将 ,并 芳 谭 到 夯 的 线性 人 性质 ,得 
人 有 
一 14， i si， ..) 
= SPL， Eis, 中” ， 
一 事 ( 
可 见 ， 缩 并 是 一 种 与 基 的 选择 无 关 的 不 变性 运算 。 
例 1 求 二 阶 简单 张 量 mv 的 第 并 。 
结果 是 标量 。 按 定义 | 
Can(u®@) 一 vB gg) — (ng) ug) 
一 Ht 一 HV. (3) 
例 2. 求 7 阶 简单 张 量 的 缩 并 .。 
Cen BaD) 
【区 
一 mh Vp 1 
Vas B's, Vai "+ "3 Vs) 


pp ) He 01) 


-a 7 + 


阶 之 2， 


【ae 有 fit] uD,) | 


一 《mp 有 8 CB LC) Wp) (pd) + 


* Cu 1 UV) aa] 
一 


【my Wp-i3 有 AI “~ Beis Mgriy "a vr). 


由 如、 ,的 任意 性 ,得 
Cen BE uD Du) 
一 ap) 的 
其 中 “~” 表 示 该 量 被 跳 过 (加 正四 四 一 区 ww). 
例 3。 求 二 阶 张 量 了 的 缩 并 。 
结果 是 一 个 标量 ， 
CnT 一 了 (8 FT T=:trT,. 
例 4. 有 求 ~ 阶 张 量 争 的 缩 闪 。 
性 到 名 的 一 种 表示 式 。 

人 (中 
一 分 (pe 
-Pra RD Vp Bs 

Be- 二， 

Pirirge dg 

bps 7 Bh VD). 


由 此 得 


Cen 一 BD 。 ‘BE a BE + "Da,. 


(4) 


(5 


可 见 ,Co,w 吕 的 分 最 是 原 张 且 分 量 在 p,4 指标 升降 为 一 上 一 


下 启 进 行 求 和 的 结业 ， 


古典 张 量 运 算 正 是 这 样 用 分 量 定义 缩 并 的 。 内 要 纠 并 张 生 的 


人 ein FTA) TA). 


定 愉 如 下 
one 十 (om “ Opty Bays Varrs 


是 外 让 


入 并 可 继续 进行 下 去 。 缩 并 过 续 进 行 和 同时 浊 行 的 结果 
是 相同 的 :但 写法 略 有 差别 ,后 者 较 方 便 。 例 如 二 次 缩 并 


Ds Dry 有 De "se) 
一 BD es Dp Ris ptss 3 Dass B's Vatis 3 
Bs Bis Bit 9 Ursy 如 Utis - VD,), (6) 
这 里 p。 9,s，! 是 不 相同 的 ,但 不 一 定 按 .上 述 次 序 排列 ,将 这 定义 
用 于 r 阶 简单 张 量 ， 就 有 
Co,axc nl aD.) 
一 (pa) 
对 r+ 阶 张 量 进行 mw 次 缩 并 要 求 7 之 2m 
5.2 定 尽 ”全 缩 并 C:F (9 一 到 由 
C: C=C (8) 
定义 ， 结 果 是 一 个 标 盟 . 
例 5, 设 甸 EF A9). CB 一 CPiug Ost =D, 
5.3 定 义 设 久 EA%), 村 EAY)， 则 作 和 桩 的 
e- 点 棱 ( 自 然 数 。 二 minlr,s)) 定义 为 
Br): 一 Cretnrtirerta( 叶 加 矿 )， i (9) 
当 。 一 1 时 ,简称 点 竣 , 并 简单 用 两 量 共 列表 示 
[1 = Bir Wi) 
‘(8.8 BD ) 
= Dip BE ED Ha. C10) 
当 。 二 2 时, 称 为 内 点 生 , 简 记 为 
Ed i TE Rl 
. | (11) 
3- 点 狐 用 ”; “表示 ，。 之 3 时 仍 用 {9) 的 一 般 表 示 。 
$4 定义 当 币 , 束 <3(2)， 币 和 更 的 * 一 点 乘 称 为 它 
个 的 全 虑 生 ,以 男 怠 殉 记 之 .根据 (8)。 我 们 有 
POW: = C(BOP). (12) 
俩 5, Va,pDE 二 (YY) nO = Cn) = ur. (13) 
各? YS,TE FAISOT = C(SOT) = S$:T =5"7,,, 
(14) 
例 8, vo@,We HO :Hi {15) 
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两 个 以 上 张 量 也 可 以 进行 点 镁 、， 亦 归结 为 张 量 积 后 再 纺 并 。 举 候 
如 下 


例 9. Yu UE YI: TEeEF ANY): 
urv 一 Count a Dv) _— oT ue ER, 
上 式 也 可 写成 (To)w， 但 Toa 之 类 的 写法 却 是 没有 意义 


全 10. 没 EE TFA), EE FY), 

e:E:e — Coyoteonen(e DEDe) 一 Eu’et. (的 
5.5 定理 设 各 6,(Y)， 则 Ek 
Bo, "" "a v,) 一 CEO OD. “ "OD,), i = ?> 玉 Eo , 

| (17) 


“证明 对 于 * 阶 简单 张 量 w@@…@a,， 有 
| 5 (m0) {uv,) 
一 (3@. Oe) 8) 
一 CD 区 古 的 由 的 
考 虚 到 任何 7? 阶 张 量具 均 可 表 为 有 限 个 rf 阶 简单 张 量 的 线性 组 
合 及 全 缩 并 是 线性 算 子 , 就 得 证 (17), 


56 对 称 和 反 称  。…. 


6.1 定义 ”rr 阶 张 量 玫 甘于 第 P 和 9 (1 所 Pp,9 拒 fr， 户 闪 才 ) 
变量 为 对 称 ， 如 果 1 


入 ( 册 "™ "yy Vays Vi) = Pps Va, 


Vp Ur) Vos WE . 1) 
6.2 定理 上 述 张 量 注 足 (1)}， 当 是 仪 当 
BD. vig Pip 四 { 2 ) 
或 等 和 价 地 1 1 
三 一 Birip, [ 3} 
or 


"3 让 


证 明 仪 对 (2) 进行 证 贾 。 刘 用 张 量 分 量 定义 和 (1)， 从 
i 一 四 ‘Hiss Bi ") : 


一 了 
一 3 8 


得 必要 性 。 而 利用 张 央 的 表示 式 和 (2)。， 人 以 
Bs ps, es 1) 
一 Di BE ps es ) 
— Pig Agro (gv): 
Di Ba) (grppp]，- 
= PB{.…, Drs "'*s vp s+ ). 
又 得 充分 性 ， 口 ] 
因素 ， 可 以 等 价 地 用 分 量 的 上 (或 下 ) 标 的 对 称 性 来 定义 张 量 
的 对 称 性 。 这 是 古典 张 量 运 算 的 做 法 。 但 这 种 定义 要 求证 明 与 基 
.外 .3 定义 ”如果 YPp,aqt 闫 PE A4CII…rf},(1) 式 成 立 , 则 
示 称 作 关 工 遍 4 编号 的 变量 为 对 称 ; 者 4 一 上 rrj， 则 宴 
关于 所 有 变量 为 对 称 .这 时 ， 中 称 为 对 称 张 量 ， 
从 1。 根据 定理 6.2。 二 阶 对 称 张 量 三 的 分 量 满足 
Ti = Th, Ti Ti, Tio Ti, 
可 凤 ，L Ti] 和 [72] 是 对 称 和 矩阵. 
例 2. 车 a, ， 则 5 一 wu@v 十 vu 是 二 阶 对 称 张 
量 , 因 为 


SCx,y) =— (uD + vO (x, y) 
— (ux}H{( uy) + (vx) (my) 
一 【yj DBX + (vy) (ax) 
=— (uo 十 vay, xX) 一 Sy, x), 
或 从 分 最 看 
Si 一 ip oi = tw wid, — Kis, 
6.4 定义 rr 阶 张 量 看 关于 第 Pp 和 9(1 安 训 9< 安 7， 户 夫人 
恋 量 为 反 称 ， 如 虚 


日 3 * 


Bs VD, ) 
一 Pos Vey Ves Or) YO OE YY, 


| (5) 
6.5 定理 ”上述 张 量 必 满足 (5)， 当 且 权 当 
Big 一 有 (6) 
或 等 价 地 
Bp Bg, (7) 
G7 一 0 等 口 (8) 
证 苇 和 定理 6.2 相同 .类似 地 ， 也 可 用 分 量 关 于 指标 的 反 称 性 来 
定义 张 量 的 皮 称 性 ， 
6.6 定理 “ 阶 张 量 囊 关 于 第 志和 变量 为 反 称 , 当 且 公 当 
介 ( a 0 Wop — py€ YF. (9) 


证 明 令 mm 二 po 一 十 玉 并 利用 线性 性 质 ,得 
囊 ( ) 
-= BO ) 
二 二 (0 | - 
+ ), 
根据 (9)， 上 式 左 端 及 右 端 第 1 和 第 4 项 等 于 零 ， 余 下 两 项 给 出 
(5)， 充 分 性 得 证 。 为 了 证 朋 必 要 性 ， 只 要 在 (5) 中 取 加 一 vs， 
就 得 (9). | 
6.7 定义 如 果 Yp 红 关 四 Ed4C1 7 05) 式 成 立 , 则 宙 
称 为 关于 属 4 编号 的 变量 为 反 称 ; 若 4 一 1 …r}， 则 吊 关 
于 所 有 变量 为 反 称 , 这 时 ， 少 称 为 反 称 张 量 . 
例 3 二 阶 反 称 张 量 站 的 分 量 满足 
Ai = —Ans AN=— 4, A — Ai, 
可 见 ，[Aw] 和 [4 是 反 称 矩阵 。 
例 4 若 mpEo， 则 一 naBp 一 0 区 am 是 二 阶 反 称 张 
最, 因为 


ACx, = CuBr — vB, 7) 
— (ux)(oy) — (vx) (uy)} 


9 3 * 


= 一 (aox) + (py) (ux) 
— (—uBy + vOu)(y, *) 
| ——Aly,x), 
或 从 分 量 春 
Ai 一 Hit i ve 十 基本 


vi 一 iM) = — dir, 
$7 置换 算 子 , 对 称 化 和 反 称 化 


7.1 定义 对 ee 人 ， 置 换算 子 是 一 个 映射 
To FA TAN): Br Te®, 
定 灶 如 下 : _ 
TB 0 pr 一 各 (oo Ve) 
Ya :7s BE YF. [Ci . (1) 
它 是 一 个 线性 映射 ， 因 为 
Tla@ -Bio “> Vr) = (aug + BC Ds Wan) 
一 olvn, Vory) + PW Vs, Doin) 
一 CT 而 (o ar) BT BD, VU) 
一 (oT 十 PT},, We) 


有 
T,(ag@ + BV) 一 oT + APT, 
Yo, PER; BB, WE FAY ). (2) 
现 看 当 看 是 简单 张 册 的 情形 ， 事 一 瑟 风 :… 多 g,， 我 们 有 
TA uD Dy) 
一 Dn Vo) 
= (Co) CVn Ce) (3) 
如 果 gf 门 一 和 则 二 go 人，eVo0n 一 mu- 四。 上 式 右 端 是 
r 个 实数 的 乘积 ,次 序 可 交换 。 今 将 它们 按 i 的 顺序 排列 , 则 上 式 
右 端 等 于 
(CHa rier) 


四 号 3 


i 《io + Oi) + ;VO). (4) 
比较 上 虎 式 束 得 
TD i (5) 
特别 地 ; 当 5 是 第 p 和 4 两 元 率 的 换 位 时 , 即 cl) 一 4， ol 一 p， 
其 余 cf 一 六 有 
(多 Be) = Ton Be ) 
一 DD. (6) 
现 看 钊 为 任意 锣 一 VirvBgi 四 … 四 gr 的 情形 ， 考虑 到 算 于 的 
线性 性 质 和 (5), 我 们 有 
TA@ BT (gD) 
一 Pg -Ba 


wy 
考虑 到 o(i) 一 1 一 > ;1 一 o-(j), 并 将 指标 重新 编号 ， 上 式 变 为 
Te = BD gD (7) 
可 见 ，T,@ 的 分 量 (T. 四 等 于 原 张 量 儿 的 ， 经 过 指标 置换 
妇 的 分 量 呈 Veh 
例 1，Vae Zi(opr): Ta 一 上 
例 2，2 元 置换 败 扎 只 有 两 个 元 素 ， 即 只 有 一 种 置换 可 能 
性 ,因此 ，YBE .2 (YY-)， 可 一 义 地 记 B*: 一 T,B。 于 是 
T (uv) = (ue) 一 vn, (8) 
TB= B* 一 【的 各) 王 Big' Og = Bg CR. (9) 
我 们 称 B* 是 至 的 转 置 ， 
用 痢 痪 算 于 于 {又 狐 } 张 量 四 的 定义 性 质 , 我 们 有 


5 {sho} {vos pe) 


一 | TBtiv,,- "a Uy,), 
WD EW ovEG,. 
于 是 ,有 
7.2 定 理 " 阶 张 量 四 为 [对称 }， 当 下 仅 当 


本 3 


由 一 | Te， VEE. (C10) 


SENT 
44.3 定义” 设 有 了 元 集 4 忆 tl,.…, r+}。 关于 4 编号 的 ?个 
变量 的 (部 分 ) 对称 化 算 子 24 和 (部 分 ) 反 称 化 算 子 ,ers 是 两 
个 贞 射 分别 定 闵 如 下 ; 
ep FF ) 7 (7 ): re | 


:一 上 3 Tg, (11) 
pt see, 
RA TAT A Bi 
:一 $Y sgnoTs$. 口 (12) 


显 热 ，T, 的 线性 性 质 导 至 574 和 evr 4 是 线性 映射 ， 
例 3。 设 下 一 FiiNgO81OgiO 和 ?2 元 集 4 一 {和 3} 己 
{1,2,3, 4}, 则 根据 (7), 我 们 有 


Ge ,正二 二 TF- 二 (FE 二 PUTED DOE 


[四 } 
= FiiDgCe dra, 
1 , ， 
Le PF hn 2 2) sgnoTuF 一 二 (Ft FN)g Og EN 


和 
= Fiitig. Dad ede,. 
这 里 我 们 把 参与 对 称 化 和 反 称 化 的 指标 分 别 用 " 圆 和 和 方 括号 括 
起 来 ,中 全 不 参与 的 指标 用 两 竖 隔 离开 。 又 如 
便 4， 仍 用 上 例 正 ,但 4 为 3 元 集 {1, 2, 4}， 则 


uaF = LFS 十 Fa PHY + Fit 
31! 
十 下 0 Piti)g,Dg ga 
-FiDgBg gg, 
taF = CPIN 十 FUN 十 Fe 一 FIX 
31 
一 Fido FSOFCRDE 


二 下 本 


一 站 时 全 站 多 有 罗芳. 


7.4 定义 ”如果 在 上 一 定义 中 的 4 一 {1，…，r)， 则 有 ( 完 


全 ) 对 称 化 算 子 2 和 (完全 ) 反 称 化 算 子 .or , 定义 如 下 : 
TAIITTAV): BSE 


-5 TB， 


floes, 


A FAI TAV): $m a 
| 一 >, sgnoTu. 


名， 
例 5。 设 忆 一 Biigi@gi， 则 
BB— (B+ TunB) 一 半 (B+ B*) 


™ 二 (有 十 Bi)gDgi 一 Bg gi, 


.AB— i(B—B)— 7(B— Be 
一 Bilg,cog;. 
例 6. 设 太一 48:@Ogi@Er， 则 
A= CA A A A + A 
1 
oi 
= AVitg, Dua, 
Pp 4 本 二 4 一 4 一 人 
31 . 
— Ai)g OE 
Ags 
一 般 地 ， 我 们 有 
p= (Dg,) 
-一 Ding 四 站 -的 可 
B= pig 


二 各 各 所 


(13) 


(14) 


(15) 


《16) 


{17) 


{18) 


(19) 
(20) 


其 中 


2 £3 on, (2 
flvee, | 
Di 1 > sgnq@ eg . (22) 
rt! 日 站 已 


?7-5 定理 ” 反 称 化 算 子 有 下 列 手 质 : 
(ez 锡 为 反 称 ( 即 .az 细 一 sgnz 了 - a BYTEE,), (23) 


(i) eT, — Ta, VrE Gy, {24) 
《证 ) 面 为 反 称 ( 即 中 一 sgnrF 四 YrES)<>.y$ -人 g, 

(25) 
(iv) eg” 一 et， | | {26) 


(vy) ert{ 人 BOP)S BOP) a (BD),. (27) 
证 明 YreG,;BE Ft ), 利用 四 换算 子 的 线性 性 质 ,从 


Te B) 一 DB sgnoT (TD) 


~ BE > sgn(or)T,@ 
六 af 


一 Sent.o 全 : (028) 
得 证 ()， 这 里 用 到 TT,@) (0,, "a vw) 一 T.@ CV, "3 
vr) 一 Bt por0， Vere )， 订 算 


rT) 一 二 5 sgnoTA Tp) 


一 BE 六 spn(ro)Tre 
一 sgnr.o @. | (29) 
比较 (28) 和 (29)， 得 证 (ii)。 设 加 为 反 称 ,将 式 (10); 代 人 反 称 
化 定义 式 (14), 得 
a 六 Do- 
ii) 的 必要 性 得 证 . 所 G， Lozr 钙 为 反 称 , 电 .ez 四 一 事 即 
得 多 为 肥 称 的 结论 ， 此 即 (iii) 的 充分 性 证 明 。 为 了 证 (iv), 任 皮 


和 37 * 


加 EF )， 则 根据 (0) 种; 一 .er 出 为 反 称 ， 又 根据 (让 ) 
a 一 要， 即 .or 事 一 .or 由 而 的 任意 性 ,得 fiv). 现 来 
证 (r)， 任 取 各 6 史 ()， 村 ES )。， 令 re 各 ， 并 定义 
CE 名 -+ 如下， 


天 tr frtl Fete 
° 人 7 ) 

这 时 gn0 一 snr 及 TT. 外 名 太一 下 ( 罗 玉 )， 于 是 ,根据 (29)， 
有 

a TROOP) = oT ABDE)) sgno eo (BRE), 
好 

a POW) 一 spnr vy (THEOP) 一 sgnr TEE). 
注意 到 、Yr € 6,。 上 式 右 端 恒 等 于 与 7 无 关 的 左 端 。 令 r 取 遍 
GC, 求 和 并 除 以 ply 就 得 


2 全 之 sgnrT .$e ) 
m4 (3 DnrTP) OF ) 


(BOF). 
此 即 C7) 的 第 一 式 ， 类 似 地 可 证 第 二 式 ， 


$8 外 形式 和 外 积 


8.1 定义 ” 反 称 张 量 又 称 为 外 形式 ， 而 7 阶 反 称 张 量 则 称 为 
7- 形 式 ， 将 张 量 空间 了 (YY) 的 “ 张 量 加 法 ”和 “ 数 萎 ”运算 限制 
于 外 形式 ,运算 结果 仍 是 外 形式 。 全 体 *- 形 式 是 史 -(Y 7) 的 一 个 
子 空间 , 称 为 在 Y 上 上 的 -形式 空间 , 记 作 4 人 2 ). 

3.2 定义 ” 设 有 两 外 形式 空间 4 ) 和 (YY)。 外 积 是 按 


下 述 定义 的 映射: 
RA: MO) x A PBA 
+ ypo). Uy 
六 


4 3 二 


起 入 凡 称 为 重 和 下 的 外 积 。 张 量 积 是 双 线 性 的 ， 而 .sr 是 线性 
评 射 ,局 二 (1) 可 知 。 外 积 是 双 线 性 映射 。 口 

两 个 外 形式 的 外 积 是 外 形式 ， 它 义 可 科 男 一 个 外 形式 进行 外 
积 。 因此, 谈论 若干 个 外 形式 的 奸 积 是 有 意义 的 . 

8.3 定理 设 看 EA)， 坟 EE AY) 和 多 E (EY)， 汗 
积 福 足 

(i) 缩合 律 (GAPIAS -- BAVAG) 一 PNYAD, {2) 

(1)》 反 交 换 律 PAV—— VAGg. (3) 

证 明 根据 反 称 化 算 子 的 性 质 (5), 有 


(GAPING 一 of (BAIDO) 


(人 Cr 十 了 十 总 
rislt! 


二 PODD) 


risli! 


(BP)ODH) 


tr 十 :十 由))! 
risir! 

Wd 

i (PAS)) 

= 入 仆 ( 太 仆人 回 ). 
这 样 ， 就 可 人 以 笼统 地 号 事 信 扩 八 仗 ，(i) 得 证 ， 证 (i 等 价 于 证 
为 此 ,定义 FrEEr 二 各 如 
下 : 


BO BRE)) . 


-: ~( ! 1 ) (4) 
二 十 TI- 十 1 ea Ea 

加 

sgnT -一 【一 1 . . (5) 


(POP “了 2 


Cr )! : 2 sgnoTA( BOP), + pt) 


p39 4# 


一 Cr > sgnor( PO ) (vo, “Vetn)) 


一 二 之 sgoorP Von, ~ “rp 


Pp Butrtn) 


i 
= Cr 十 > sgnorB {ps wn yon) 


Pv "sy var)) 


ES Be re 
! pr 


[EE "**y Dorcrr) . 


A 之 sgn(or OB vs ”5 Postrir)) 


一 上 之 spoCor) To BEB DOD, + Vote) 
-BEPC Vi) 
由 zw 的 尾 意 性 ,得 证 (i)。L] 
根据 前 面 的 讨论 ， 很 自然 地 按 下 述 方 式 
MB 


一 tt yg 88$,), 


fil* "r,s! 
VE EE AX) FY lysesss (6) 

将 外 积 映 射 锥 广 至 任意 * 个 外 形式 空间 i 

MEA x Xx AID A 
容易 验证 ， 这 种 映射 是 多 重 线性 的 : 

A obi + Phy) = oh (es Dis) 

+ BA 区， Yorf eR; ,Bie AH). (7 
在 最 篇 单 请 况 下 ,每 个 多, 都 是 1- 形 式 ( 即 向 量 )。 则 a 入:… 人 全 

使 是 简单 外 形式 : 它 在 w,…, Vv,€ YY” 上 的 值 是 

下 六 
一 下 et 本 的 的 可) 


司 十 阅 电 


一 >, sgnoT, (nu 二 "DD “ | 


可 名 


一 2) sgno( or “" ‘Oa (Vu; “3 Vue) 
5 

LT 

™ 3 sgna{( tv ) 四 (UVa) = : 


se, 


| (8) 
OU 


一 2) sn RE CHD ) 


J 


= >) sgno(n,a; Tr el Tm v). 


由 Vr, 的 任意 性 ,我 们 有 
mA A = SD spoolunn® un). (9) 
FE 
对 于 Fo as 
uv= ?er (uy) =—= UD — UN, 
4(g) 既然 是 向 量 空间 ,也 就 有 基 和 维 数 的 问题 ， 
4 定理 车，* 盖 * 一 dimno， 则 A ) 二 {人}; 而 对 04 去 


,二 om， 我 人 有 dimA(Y) 一 (”). 多 的 逆 变 基 {gz} 诱 导出 


AL)】 的 一 组 基 4 六 8 

证 明 设 {g1 是 > 的 逆 变 基 , 者 EA(9)， 车 7r 写 ， 则 
r+ 个 基 向 量 中 必 有 重复 者 , 根据 定理 6.6, 包 (g1, ,8g") 一 0， 
从而 任何 加 下 四， 即 (5) 只 包含 一 个 元 素 一 一 零 元 素 。 

对 于 0 所 7 过 nn， 作为 张 量 , 嘱 可 表 成 

PPigiD- Bg .C10) 
作为 反 称 张 量 ,根据 (7.25) 和 (6)， 进 一 步 又 有 
= Di (DD) 


-一 igh “Ag C11) 


{85A… 人 ge 并 非 线 性 无 关 组 , 因 , 根 据 (8)， 只 要 有 相同 指标 
的 基 向 量 , 则 简单 +- 形式 gh N\g— 如， 而 且 , 根 据 (3), 对 


中 年 让 到 


-_- 面 定 的 但 各 不 相 周 的 指标 组 ti, ,这 ， 又 有 


他 nag Ag, . (12; 
因此 ， 实 质 不 同 的 非 零 简单 -形式 共 为 
lgih Ag (13) 
该 >- 形 式 组 (13) 是 线性 无 关 的 ,办 
了 Hi Ng'—0 (14) 
i 
导致 | 
tiir — 0, i {15) 


事实 上 ，(14) 式 左 端 是 零 + 形式， 它 的 任何 算 值 为 零 、 即 (利用 
(8)) 
0 一 HY) pgih--- Ngrlgs ,gi,) 


= rl > pin (FO Dg) (gi Fi) 
pp 


ee 


— >) [a > sgno(g 1g) “ 所 可 "可 ct 
工区 


一 全 pi, sgn Bn. 
二 


只 要 在 上 式 依次 取 忆 不 同 的 jh，…, ， 则 每 一 次 总 有 一 个 排列 
9 和 一 组 久之 -+ 之 庆 ， 使 得 otn) = yy cfr) 一 ir; 从而 
得 (15). 

根据 定理 6.5， 上 反 称 张 最 中 的 分 量 关 于 其 指标 是 反 称 的 ， 对 
应 于 同一 组 指标 和 二.… 一 六 的 非 零 分 量 有 关系 臣 

Doiron me sEnOPis, (16) 
将 (12) 和 {16) 代入 (11), 不 计 等 于 零 的 项 ,就 有 
p=-l Foog A Ag 


TI, se. 


= > >, (sgnoPi.s, ) (sgoog'th “hg") 


Tl icei, of@. 


一 了 Pgih Na (17) 
ra 


可 于 ， 《137 是 用 ) 的 一 组 基 , 它 包 人 省 


2 《19] 


个 简单 形式。 因此 ，dim4r( 和 ) 一 ( ” ) 四 在 基 (13) 上 的 分 
饰 系数 组 
Pi (19) 
丈 为 -形式 中 的 严格 分 量 (或 独立 分 量 )， 它 们 是 直接 从 加 的 各 
张 量 分 量 取 包 含 不 相同 而 顺序 指标 的 那些 。[] 
同样 可 以 证 大 
8.5 定理 ”对 应 于 区 的 协 变 基 {gi} {gi 人 Agili<.… 
<i} 也 是 4(%) 的 一 组 基 。 任何 多 4(9-) 在 此 枯 上 的 表 
示 式 为 
PD— 2D) Bivg A hg, (20) 


is 


其 中 Br 是 严格 分 时 ,也 是 直接 从 杠 应 的 张 量 分 量 取 不 同 而 顺 


序 指标 的 那些 。 
8.6 定理 办 6 4 ) 的 协 变 和 道 变 严格 分 量 的 关系 式 是 


EEE "priir| 
rd 六， +» 


Di .is {21) 


pp 
机 一 全 | | 9 (22) 


证 明 . 委 据 (3.7)， 多 的 协 变 和 遂 变 张 量 分 量 的 关系 是 
Pr Oo gi piri {23) 
外 形式 的 反 称 性 使 得 , 韭 零 张 最 分 量具 有 不 重复 指标 ,而 具有 不 重 
复 指标 {ji，……, 1} 的 张 量 分 量 为 r! 个 ,构成 一 组 ,组 中 每 分 忌 
可 表 成 
Du in -一 SEnOD; .ji.» 和 {24) 
这 样 , (23) 就 可 写成 


» 43 9 


oi DD gg 


pT 


a > (5 sgnogeicsiD- em i, (25) 


括号 中 的 表达 式 就 是 (21) 式 中 的 各 行列 式 . 同 理 可 证 (22)。 
8.7 定理 ”A,(%”) 的 协 变 基 和 逆 变 基 的 关系 是 


[ERA 


gn:Ag,— FS) giN\:""Agrs (26) 


Te 
Bi ide 
I “ge 
BA 人 -人 gr 一 > 1: 天 人 Bi (27) 
hi | 
je 


证 明 ”类似 于 上 一 定理 ,关键 在 利用 (12) 式 ， 
Binh BB A 
-= > >) Eiri “gion Ah Agin 


[ED 
= > (5 sgnogiadn * “Eiratisy ) gi se A gir. 

DT 加 

此 式 即 《26 的 右 端 。， 同 理 可 证 (27),， [J] 
例 1， 求 古 一 A.… Aw 的 严格 分 量 ， 利 用 (8) 和 

(7.22), 有 | 

和 

一 >) sgnor( go) "Ca gi)) 


EL 


1 ul 
= >) SEnTMe,y" "forisy rr {Mo “到 
本 下 号 - ” 


| 


C28) 


: | 
| 


例 2， 在 三 维 空间 ，B 一 u 八 v 共有 三 个 严格 分 量 ; 


4 


Bi 一 ?mm =_- top 一 teats Bi = tt 一 HL 
Ba = 的 一 tt 
这 三 个 分 量 和 wu x v 的 分 量 相同 。 此 非 偶 然 . 
后 面 我 们 一 般 地 讨论 叉 对 和 外 积 的 关系 
出 3， 设 EE A) 六 EC), 求 遇 一 看 和 A 矿 的 严 
格 分 量 。 
， Oi i, = 人 AWCg, :.*, 8;,,,) 


= HD! BO 0) 
rtsl :| 2 


-3 snoT (POP 2 


rrs! EB 
1 ~ 
一 Tit 之 SnoP EF gu» wi getiren) 
r - - 四 
1 
rtst 2 sgAaB yy. mein) etry etir te 
1 . . . 
i a A {29) 


这 里 出 现 的 和 如 的 非 严格 分 量 . 当然 也 可 化 成 只 由 严格 分 
量 表达 。 
-8.8 定 理 当 g- 的 逆 变 基 fg 转换 到 {&8 上 时 。4r(%) 的 
基 和 * -形式 四 的 严格 分 量 的 转换 式 是 
A A 
AAA 全 


dmd 


8 从 Br (30) 


ER 
1 和 
人 《31 ) 
- 1 
A id 


证 明 将 g 一 Aig' 代 人 新 基 {gi 人 .Ag 之 

r} 的 元 素 ， 得 
本 入 一 AAAg . (32) 
右 山 不 各 手 狠 奈 遵 稍 玉 和 约定 ， 对 每 组 羡 < :… 一 六 伴随 有 (7! 
一 1 个 不 属于 基 {gg 信人 gi 过 … 过 ir} 的 简单 r- 形 式 ， 
它们 可 表 为 本 
人 人 008 (33) 


于 是 、 
gi -人 gi 一 > bp A . “Asi A MAgr 


让 


一 2 ( 之 ) sgoo A .- 4 BA， 。 Nar, 


1 


此 即 (30) 式 . 再 有 
Biais = $l Bes "**, gr) 
一 DO) PgiNA hg gs gr) 


了 
| 
一 ， : | Bite (34) 
! 机 


EE 


Birg- Br 
考 呈 到 gE 一 (4g jg 一 4。 上 式 的 各 行列 式 转 轩 后 取 (31) 
的 各 行列 式 , 口 

例 和 4 最 扫 aity-) - (2 ) 一 1， Ag 后任 加 不 为 


堆 的 元 素 ， 倒 如 处 入.…' 八 2 ”， 均 可 作为 基 。 任意 种 E 4 ) 
可 表 为 


重 一 下 入 六 本 二 8 人 (35) 
是 年 的 唯一 湾 毗 分量， 在 新 基 里 ,根据 (31), 有 
= Bi de AP]D.s = detlAfle. (36) 


8.9 定理 {4，,*…' ,ur} 是 线性 相关 向 量 组 , 当量 仅 当 入 
Nm 0. | 


证 明 对 + 之 #， 定理 显然 成 立 ， 因 任何 ? 个 向 量 线 姓 相关 


里 党 看 所 


及 h(97) 一 19}， 下 面 证 * 二 精湛。 必要 人 狂 。 设 {m，…:， 
码 }】 线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 霍 的 * 个 数 器 ，-….，w， 使 得 
> ww 一 是。 不 妨 设 一 一 1 则 二 一 > ca， 代入 这 7 
个 向 量 的 外 积 。 得 加 

人 > suAmA AO, (7) 


因 在 上 述 的 和 里 ,每 一 项 a; 人 和 八 :… 信 wi 人 .人 a 都 有 重复 的 
两 个 UH, 从 币 是 雷 *- 形 式 。 

充分 性 。 没 { 西 ，……， 了 芭 } 是 线性 无 关 组 ， 则 可 这 样 地 斌 上 = 一 
个 向 量 , 使 tai 成 为 7 的 一 组 基 , 由 此 可 构造 -一 维 的 4s(y-) 的 
由 一 个 元 素 构 成 的 基 ( 基 元 索 不 能 为 起) 可 入，… -人 可 党 四， 作为 
它 欧 部 分 外 积 当 然 不 能 为 零 ， 呈 人 入-…: 人 ww 关口。 这 导致 与 假设 
矛盾 . 故 {m,，……, uel 线 姓 相关 . 

8.10 定义 映射 
:ho) X (or) RB PIE BO 


:一 二 备品 到 (38) 
称 为 两 -形式 的 外 全 点 积 , 它 和 两 > 阶 张 量 的 全 点 积 只 差 -个 因 
子 ， 因 此 也 是 双 线 性 的 ， 
例 5. 设 和 二 本 信人 村， 且 一 下 人 -大 mw 利用 (9) 
忒 ， 它 们 的 外 全 点 积 是 
(mh A OA NU) 


mr C(Omn “NDA Avr)) 


一 3 3 区 nOdzotD CO * -Bun) 
的 (5 sgnTVr nD ， go)) 
一 7 之 sen0 (5 sBnTUH Ui (uve)) 


» 47 * 


0 Dr | 


| (39) 


[ew "Urnder 


1 尽 
rt 之 sgnor 


:or | "UDr 
= 
一 ON Av - {40) 
(40) 是 (8) 的 结果 。 


§9 广义 Kronecker 符号 ，Ricci 符号 
和 和 矩阵 和 的 行列 式 


91 定义 设 1 二 fr 所 wn。 两 个 简单 ”形式 gi+ 人 入.…- 作 gr 和 
有 六 -六 【指标 可 任 取 , 因而 不 一 定 是 4 ) 的 基 元 素 ) 的 
外 全 点 积 . 

d= A Ng Og Nh gi,) (1) 
称 为 r 阶 广义 Kronecker 符号 . 
9.2 定理 7 人 阶 广义 Kronecker 符号 有 疙 达 式 


5 

6 | : (2) 
| Bir, = “Gir 

一 有 sgnod dy * * Fey,ye (3) 


证 明 ”只 要 将 (8. 39) 式 用 于 【1 式 的 右边 ， 并 考虑 到 gg 一 
5 就 得 (2) 式 。 (3 式 是 行列 式 的 展开 式 。 
9.3 定理 >r 阶 广 父 kronecker 符号 的 值 是 
0 着 (i…, 让 ) 或 (有 …s 扩 ) 有 重复 元 窒 ，(4) 
0 著 ( yz 和 (ha 放 ) 无 重复 元 素 ， 
但 fs 人， (5) 
sgng 蓓 (C13 ;tr)》 和 (Ph 让) 无 重复 元 素 ， 
{is i ir}, 其 中 
TI) 一 tik 1 (6) 


Sir = 


证 明 用 (1) 式 右 端 可 证 明 情 形 (4)。 这 时 (1) 式 至 少 有 一 
个 +- 形式 为 零 。 也 可 用 (2) 式 右 端 ， 这 时 行列 式 有 相同 的 行 或 
列 。 用 (3) 式 右 端 可 证 明 情 形 (6)。 该 右 端 是 +! 项 之 和 , 每 项 是 
rf 个 Kronecker 符号 的 蒋 积 。 这 些 项 都 等 于 零 , 除 了 使 
: ait) 一 珊 ， 有 一 1 (7) 
的 排列 对 应 的 那 一 项 ,这 时 该 项 的 各 Kronecker 符号 均等 于 1, 其 
积 亦 为 1。 于 是 情形 (6 的 值 是 sgnc。 余下 情形 (5)。 由 于 
{i "yy i} 入 {fy “sy jr}s 不 存在 满足 (7) 的 排列 ， 从 而 {3) 右 
端 各 项 均 为 零 . 口 

利用 广义 Kronecker 符号 的 行列 式 表示 式 (2)， 可 以 得 出 一 
系列 有 用 的 公式 ， 在 疡 一 i 情形 ,只 要 将 该 行列 式 按 最 后 一 行 展 
开 。 记 住 求 和 约定 及 广义 Kronecker 符号 两 上 标 或 两 下 标 换 位 就 
改变 符号 ， 就 得 


Bi + 
A 。 8 
Bir | 一 Boi! — rr BN, 


; i ， 

ro-l 站 

Fd a -FP—l 
Bi Br! oir 


i 了 
SF i 


Bir 


二 0 人 一 


Bt- jr 


Fh 
一 pi i gg lB Tl 


“ip Fi rip rs 


= (nr— (r — 1))0r- C8) 


i rl 


上 式 也 可 用 (3) 证 明 : 


Bt BD) sgnodsio Bt, ue 
EE - 
这 里 11 “ fr 是 固定 指标 ， ir 是 求 和 指标 。 条 只 能 取 不 同 于 
8 3 的 天 一 4 一 1) 仿 值 ， 对 每 个 的 值 , 由 于 
前 学 全 惠 


| 1, ol te) -= iry 
déi,s -— 


0, alir) FE iry 
只 有 对 这 样 约 置换 


i sf a ， 
他 4 Yre = 
ri -rd 


相应 的 项 才 森 消失。 因此 ， 就 有 


i 
Bi (nO— {ro— 1)) > SENT rd," 
TESv 1 


jel ie 


= (7 Cr — rt. 
反复 应 用 上 述 公式 ， 又 得 
i w= (1 -一 { -一 1 一 Cr 一 2)): 


证 


j 
"人 A 


-Ce 一 
(9) 


(10) 


(11) 


=— (n— 2)(084, 一 B61), (12) 


21 = DL 4 2)(n 1), (13) 


(nC— 3)! 
一 2)(n 一 1)s, 
当 # 一 3 了 时， 前 三 式 分 别 变 为 
BD, = BH = B'S, — 816, 


5 一 261,60 一 31， 


和 对 站 全 


(14) 


(15) 
(16) 


| 


[ 


9.4 定义 ”Ricei 符号 是 两 种 特别 的 广义 Kronecker 符号 : 

(人 (本 一 17 

erie! — (Bah ABO A he) = Hi,, C18) 

9.5 惟 论 ”Ricci 符号 的 值 为 零 ， 加 染 有 重复 浓 标 ; 否则 为 
sgno， 其 中 of) 一 二 大 一 1 9 

9.6 推论 


Eee {19) 
证 明 只 需 利用 (17》 和 (18);， 并 将 (2) 代 人 ， 即 得 
| 8 | 1 | 


和 有 1 : 
el WEL = Bul 一 | * | ’ 
dn ， + 百 六 BP + "B87, 


jn Di i 
Bp1D; ， pid; Bit 人 六 
1 : = 一 本 人 


一 
Tn 


B18 B29 6 


例 2. dh i RE 一 i 
一 《2 一 区 18 人 个 (20) 
Ces .i -= yi — 好。 (21) 
例 3。 设 十 一 > Bat 人" 人 gr 和 
i 
we— HF viigh:: Ng, 


利用 外 全 点 积 的 双 线 性 和 广 义 Kronecker 符号 的 性 质 ， 我 们 有 
种 可 一 FY PEN Ng Og NM,) 


Pe 
ei 
je i) 有 
一 > ”Dir > ) S 名 DO 让 sy 人 本 
站 “ES, 


ji 
一 全 Dia (22) 


Fly 


最 后 等 式 的 根据 了 sgno94yn- 3550 的 餐 一 项 均等 于 零 ， 
除了 在 统计 对 应 释 是 (7) 的 排列 的 项 
A» 1+* 


等 于 sgng， 现 在 两 组 指标 均 按 顺序 排列 求 和 ,9 只 能 是 恒 同 排列 ， 
故 sgnz 一 1， 从 而 得 (22) 的 结果 ， 

例 4. 当 加, 如 A,(%")， 我 们 有 

BOW 一 由 

上 式 谨 ,-…', is 是 求 和 指标 ， 排 除 术 的 有 重复 指标 的 (从 而 等 
于 零 的 ) 分 量 项 , 记 ot 科 一 站， 契 一 1 ,+, a 并 考 菩 到 分 景 的 反 
称 性 : 


gin oo WN) 一 gagrtr 
上 式 可 号 成 
DOP Fl go grand ?B® 


1 he re 
== >) sghogin* gard! "pr" 
本 


= det[go PD "py = gp ". {24) 
现在 我 们 用 广义 Kronecker 符号 和 Ricci 符号 给 出 行列 式 展 
开 式 的 各 种 表达 ， 设 有 =” X ”年 阵 【Mi#]， 按 定义 ， 并 利 虎 (3) 
和 (19),， 它 的 行列 式 依次 可 表 为 
Mu Mi 
detl Mj] 一 : 


一 > SEDOM gay * * M acne 


Ma “Maa 
一 sgno8gy -SR Mi :Mioe 


-OM Min evaMii Min, (25) 
行列 式 两 行 或 列 交换 就 变 号 ， 即 行列 式 关于 行 及 列 的 指标 是 反 称 
的 。 利 用 这 性 质 ， 又 有 


Mr)” “ * Mirin | 
1 

detL Mi] 一 一 S) sgnr 
A! re, 


M are) i M mL) 


”一 SENT > SgDG ocr" i 


A cy 名 困 wg 


* 


1 . . | ， 
王 -一 S) SET * ~ "BrP >, Sgr du)* a 


#1 了 了 
HR Mi “Miin 
= 一 二 eil inei ty Mi -7 Mi (26) 
a 


关羽 地 有 
det! Mi] 一 > 3) sgnoM ”Dt. Mm 
着 攻 本 二 


= en Mir, = -Mfinn 
一 二 ee .Mini (27) 
nl 
det[ MIT = eyoM llr ee Mi 


mr ea (28) 
| MD Me 


9! TB。 
1 7 | 
1 i 
一 本 人 sgnres i Mr Mam 
na! T 


1 : ; ; 
ein 2 sgnrdtne 6H ME ME 
| 


T 


1 
jt MM 


nl | 
一 pr -Mn {29) 


比较 "行列 式 的 值 为 零 , 如 果 有 重复 的 行 或 列 ; 两 行 或 列 交 的 使 行 
列 式 的 值 变 号 ?和 Ricei 符号 的 取 值 定理 9.6,【28) 式 又 可 改写 为 
ii det[ MI] 一 era (30) 
eindet[ Mi] = ein Mh M i. {31) 
如 果 我 们 有 + x > 和 矩阵 (县 #)， 其 中 人， -1 和 

(有 “所 ) 是 固定 的 甚至 可 以 重复 的 指标 组 , 则 


和 3 下 


Ma i My 


了 一 二 习 senr| 


了 Tt 名 | 
1 ; i i 
MY Mi | 1 和 
1 . 
一 一 > sgNnT > sgnoM ey. MUS 
rl ree, 下 已- 
1 ， ， 
呈 一 > sgnoBen. 。 "Br 
fleeo, 


: 之 SEnTOR 人 
r ” 


p 


1 Fur 加 
一 二 MM (32) 


矩阵 对 一 [1 六 的 伴随 短 阵 , 记 为 adj 凡 ， 是 各 元 索 为 好 的 
代数 余子 式 的 矩阵 的 转 置 , 它 的 第 7 行 ,第 i 痢 的 元 素 的 表达 式 是 
Ddethi 

BM! 


1 BT OM Mi , “Min 二 


六 


二 Ma : ML 


‘et BM! 


{adjM i 一 


MM (33} 


”人 二 1)1 
构造 一 个 矩阵 , 它 的 第 行 , 第 7 列 的 元 素 是 
1 
(nz — 1)! 
wl 。 
(xO—1)1 
= 1 

(zr— 1)! 
= 1 
(#1)! 


这 里 用 到 了 《30) 和 (10》， 上 式 写 成 低 阵 形式 就 是 


" 554 = 


(adjM MY 一 Bi MM Md in 
Pi 1 4 
Teg MM ME 


Eirines,.j detM 


BiejndetM 一 BidetM , 


CadjM }M 一 ldetM, (34) 
其 中 了 是 x Xs 单 位 阵 。 当 对 为 满 秩 (detM 0), 存在 道 阵 
MM ,由 工 式 就 得 代数 中 熟知 的 求 道 公式 : 


MT 一- ai adjM. (35) 
[9 


§ 10 定向 ， 容积 元 和 Hodge 对 偶 性 


我 们 可 以 对 一 根 直 线 (1 维 向 量 空间 ) 进 行 定 商 ，、 即 虐 予 方向 
性 : 选 定 一 个 基 向 量 多 代表 正方 向 。 任何 非 零 向 量 v 可 用 g 表 
为 一 ag 《ae 天 0。 按 实 数 上 的 正 负 ,全 体 非 零 揣 量 分 成 两 个 等 
价 类 一 一 .多 + 和 ,多 -: 每 个 BE. 色 + 和 有 等 价 (在 方向 上 )， 即 具 
有 和 gg 相同 的 ( 正 ) 方 向 ;反之 ,每 个 BE 5- 具有 负 方 向 。 

我 们 用 类 似 思 想 把 定向 松 念 推广 至 ” 维 内 积 空间 学。 任 选 
一 个 非 零 -形式 总 E A,《%) 代表 % 的 正方 向 ， 任 何 非 零 x- 形 
式 生 可 用 号 表 为 


2" = ef(e 0). (1) 
按 实数 “的 正 负 , 全 体 非 霉 4- 形 式 分 成 两 个 等 价 类 , 称 为 Y 的 定 
向 , 仍 记 为 多 + 和, 多-. 每 旺 6 灾 + 称 为 正 基 形式 ,在 方向 上 和 
从 等 价 ,代表 和 的 正方 商 ; 反之 ,每 如 e .多 - 称 为 负 于 形式 . 2 
和 正定 疝 多， 合 起 来 {9Y, ,六 .} 称 为 有 定 甸 的 内 积 空间 。 今后 
只 讨论 有 定 高 的 空间 , 仍 简 记 为 区 . 
现 讨 论 男 一 种 等 价 的 定向 方式 .。 性 意 选 定 %Y" 的 一 组 协 变 基 
{81， 总 可 隐 这 栏 调整 各 基 癌 量 的 编号 和 长 度 ， 司 得 这 些 基 商 量 
的 外 积 等 于 前 面 已 选 定 的 正 #- 形 式 办 


= gh,. (2) 
以 {fg} 出 发 ， 给 定 一 个 非 背 异 的 转 措 知 阵 [AY 1， 按 公式 
可 rr 一 Abg: (3) 


就 得 另 一 组 协 变 基 {gr}， 按 det[ 44] 的 正 负 。 全 体 协 变 基 分 成 
商 等 价 类 ， 记 为 多 和 入-， 从 


Oo gh hg A Arg A hg 
一 det[AiIgA Ag = det[ AFTO {4) 
可 见 ， 企 何 {8 小 E 多 的 基 疝 量 的 外 积 {x- 形 式 ) gr 入 …* 
六 gr 区， 而 对 应 于 任何 名 EF 的 gi 必 属 于 多 ;， 因 
为 这 时 由 (1) 和 (4)》 我 们 有 
det[ dz] = 0 > 0. {5) 
多 -和 多 -也有 相同 的 对 应 因此 协 变 基 的 等 价 类 办 , 和 名 _ 
同样 有 效 地 对 区 定向 ，{g]E 多 + 称 为 正 基 (通常 叫 右手 系 ), 展 
于 多 - 的 则 称 为 负 基 ， 
页 种 等 效 的 定 疝 方 式 的 引进 次 序 可 以 颐 倒 过 来 ， 即 先 选 定 一 
组 协 灾 基 作为 正 基 , 然后 引导 到 用 -形式 来 定向 。 
{8;} 通过 g' 一 giig; 唯一 地 确定 一 组 道 变 基 {g}.。 由 于 
det[ 8 > 和， 而 
g A hg detlgi mA hg — detlg'i 0, (6) 
荐 {gt 和 {gi} 属 间 一 等 价 类 ,同样 有 效 地 可 用 来 定向 ， 其 实 , 在 
内 积 空间 , 协 变 和 首 变 基 向 量 同 是 无 本 质 区 别 的 向 量 , 因 此 可 用 任 
意 ” 个 线性 无 关 的 有 序 向 量 组 来 定向 。 
例如 , 一 般 取 ,六 天 ) 作为 三 维 殉 氏 空 间 的 正定 向 ， 即 通常 
所 谓 右手 系 。 
10.1 定 义 设 {e 是 短 的 正 标 准 正 交 基 ，x*- 形 式 €= 
er 六 -人 es 称 为 的 容积 元 或 Eddington 张 量 ， 口 
这 个 定义 有 意义 ， 因 为 我 们 有 . 
10.2 定理 ”容积 元 与 所 进取 的 ( 正 ) 标 准 正 交 基 无 关 ， 
证 明 设 有 另 一 正 标准 正 交 基 fr] :ep 一 Aiet (detl 4 一 
1)， 芭 
Br = detl Air le Nes — €, OD (7) 
可 到， 容积 元 在 正 标 准 正 交 基 里 的 唯一 严格 分 量 等 于 1。 利 时 
(8.39), 有 
EOE 一 detlae;] — det{ 871] = 1, (8) 
现 设 {gi} 为 任意 正 协 变 基 ， 容积 元 作为 正 ws- 形 式 和 张 量 ,可 表 


6 二 


达 为 


直 一 二 giN: Ng E 
(x > 0), (9) 
利用 (8) 及 (8.39),。 得 
1 一 <O6 一 点 (本 和 人 可 0( 吕 入 人 2 
一 三 det[ gz ] = 三 ， (10) 
于 是 
E€—_ ll ghA-.Ng,. : (11) 
EE 
so 1 。 ., 
Ei A 可 六 …， N\ galg!, ii g*) 
Va 
= gi :gs( 1 
V 
一 一 二 -ci (12) 
声 
又 从 (3.26)， 有 
NN\g  — gg hhg 
gg VE A Ae, 
ME 
所 以 又 有 表达 式 
和 "Ae 0D Dae, 
VE en (13) 
内 和 GD 要 人 
Et Eitri om erp CH, (14) 


在 三 维 情形 ， 反 称 张 最 有 三 个 独立 分 量 ,常用 也 有 三 个 分 量 的 


府 旺 来 代替 。 这 在 讨论 上 有 时 会 带 来 方 使 。 


移 的 7 维 罕 间 ， 考 韦 到 


现 将 这 思想 推广 色 一 


学 写生 


办 


dim A(%) 一 ( ) 一 ( ) 一 dim A,(%"), 


我 们 引进 
10.3 定义 ”对偶 映 射 
米 : AT 49: BB, Or En (15) 
由 下 述 条 忻 定 义 
EBA TT) = (BOP, ve A YY, (16) 
“六 ” 称 沟 Hodge 星 算 子 . 而 * 更 称 为 更 的 对 偶 。 口 
对 侦 罗 射 的 定义 是 恰当 的 ， 因 有 
训 -4 定理 任意 更 ec 4A(Y) 的 对 侦 六 硬 & 4 (9 存在 唯 
一 。 如 果 记 了 一 2 一 *。， 则 
#@— i er)g. (17) 
证 明 设 对 任意 给 定 的 下， 除了 * 呈 ， 还 有 全 EN(%Y) 也 
是 满足 (16) 的 对 偶 , 即 ( 利 用 (8,22)) 
= (* 0- FY (Or, 
ei, 
由 于 坟 为 任意 ,可 每 次 取 只 有 一 个 严格 分 量 不 汶 零 的 团 ， 从 而 得 
于 蛋 一 加 各 严格 分 曲 均 为 零 ， 唯 一 迭 得 证 ， 为 了 证 (17)， 先 求 
(16) 中 2 形式 旬 和 更 的 协 变 严格 分 量 
(BHAD).., = BA Eg, -0 2 


一 BRP) Cg,, .81) 
ris! 


好 一 了 


3 sgnop leo, ”3 goer)) 


痢 所 名 


* Wg, “By) 


r1s1 


1 
We >) sgnoD ay Decriiracnys 


ls! or, 
从 而 得 (16) 式 的 左 端 
Eo(BAP) = Ee" BN WD).. 


本 E J 
= ， | > SENnoE we 
rl1s| < 


二 8 


人 
Oe > ， < Par sr ert lon) 


区 
一 Erehgiwii (号 是 分量 ) 
(分量) 
ee | (C18) 
016) 式 的 宕 端 为 
(#B OP= 了 CB,. (19) 
fe, 
(18), (19) 租 等 ,考虑 到 于 的 任 党 狂 ,得 
[ 区 i = > Ei De ev 一 i Ei 
ei 站 
Po 《一 1 六 Eee 【2 人 3》 
?4 
此 照 (17) 式 的 分 量 表达 式 。 
105 定理 设 了 一 一 f 0 委 委 ms 
条 半 示 一 《一 17" 攻 ， YBE ALY), (21) 
证 将 图 算 于 作用 于 (17)， 考 菩 到 别 Eh(Y)， 得 
1 r 
“关中 一 el )el')®. (22) 
下 面 轩 此 式 的 分 量 
拟订 识 本] 一 ji Eh wip ER i "ir -fp 


= 这 En dt 


-1 Bri 


-一 1 re 
一 Cy 全 和 GBS * "HED 


r! 二 
1 . 
《一 1 > ， sg naar-edr 
rt 二 


-i 品 


下 号 信 


可 见 
| 误 ， 7 为 奇数 或 7 为 偶数 ， 
kid 一 (23} 
—id, 为 为 偶数 和 入 为 在 数 ， 


其 中 sa 是 恒 同 喘 射 ， 

从 (16) 容易 看 出 ，Hodge 算 子 是 线性 算 子 。 在 上 面 这 些 定 
理 中 , 当 * 一 0 帮 # 时 , 促 是 标量 a 或 可 表 为 aE， 根据 "** 的 线 
性 性 质 ， 下 述 推论 有 者 义 。 

10.6 推论 

关 1 一 和 ， 举 磋 一 工 (24) 

证 明 当 + 一 *,， 以 € 作 J 看 ， 由 (16) 有 

EOEAI) = (FEIV1, PW EOE ~ (FEY: 1. (25) 
利用 (8)， 上 式 给 出 (24),， 求 (24), 的 对 侦 , 考虑 到 (23)， 文 得 
《24),。 也 可 以 直接 用 (17) 式 计算 : 
*k1 一 旭 0 )1 = 6， *€~ 1 EE EO0E—1. 0 


三 维 空间 是 特殊 的 ， 下 面 讨 论 将 局 限于 它 。 

10.7 定 久 ”在 区 ”， 丙 向 量 站 和 疾 的 外 积 的 Hodge 对 偶 定 
六 为 该 丙 向 量 的 及 积 

uxv:— *(uAv)., (26) 

10.8 定理 ”上面 定 义 的 叉 秽 和 经 典 定义 一 致 ， 即 有 性质: 

{i) ww x 5 是 双 线 性 向 最 值 图 数 ; - 

(i X= uxXy; 

Cy {fm x pop) Lau, vo; 

fir) {u,v, wu X59} 具有 正定 | 向 ; 

Cy) le xz 等 于 a 和 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 , 

证 明 uwAv 是 二 阶 反 称 张 量 ， 其 对 侦 是 向 量 。 加 上 外 积 和 
Hodge 算 子 的 线性 性 质 及 外 积 的 反 称 性 ， 性 质 (i》 和 (ii) 是 显然 
的 ， 根据 定理 8.9， 显 然 ,q XV 呈 0 当 且 仅 当 {wm, vp} 线性 相 
关 ， 这 时 {证 ), {vv) 自然 满足 。{ay eol 没有 定向 问题 。 因 此 只 
需 对 线性 元 关 的 如 和 5 证 后 三 性 质 ， 为 此 , 在 (16), 令 种 一 


着 * 


uv,， 划一 ww， 得 

Eo(luAv NAw) oo (uA) Ow, 
中 ， 
EO{uAvAw) = Co xX vw, VwmEo 3, {27) 
依次 取 a 厢 10 为 由， 上 式 堪 端的 外 积 有 了 两 元 素 相 同和 而 消失 , 所 得 
的 


{u xX va 0, (au Xx v= 0, (28) 
证 实 (), 在 0Q27) 取 XpBp 为 友 ， 得 
EotmMpvAta x vv) = (a Xx vn x vv), (29) 
性 何 3- 形 式 可 用 容积 元 线性 表 出 .将 
下 大 了 (me Xv) = aE {30) 
代入 (29), 并 考虑 到 (10.8)， 得 
t= (nu xv xv)= lux vl > 0., (31) 


这 说 明 fa 2, a X v} 和 和 有 相同 定向 ， 即 正定 向 。 《iv) 得 证 . 
利用 (30) 消去 (29) 中 的 E， 并 将 (31} 代 和信 ,得 
(uAvhu x 奋力 全 (下 六 可 六 (全 Xx) = iu x wl, 
利用 (8.39) 和 (28)， 上 式 变 为 
ut 0 
Vu Ud 0 一 | Xx vv)’, 
Io 0 Iuxol 


出 
lux v= lallvh? — Cavy 
-= |al lvli(l — cos = |ul lv|’sind, (32) 
其 中 9 为 和 必 的 夹 利 ，(32) 证 明了 人 性质 。 
10.9 定理 ” 记 混 合 积 为 


| 只] :一 【杂交 vw, Yu, Ht, WE %, {33) 


*(uAoAw) = luvw], *[nviol== hoNw. (34) 
证 明 在 {16), 取 瑟 一 uAvhw, 得 
EOotuN\vphw) =- (aNvAw) ol 


LE < 


. = * (uA oN wy). {35) 
将 上 式 代 入 (27)， 并 考 虚 到 (33)， 得 (34),。 取 对 偶 叉 得 (34),. 
i0.10 定理 【Gram 行列 式 ) 没 a, b,c, Ex +, 则 

am Qav aw 


Labellavw] = |bu bv bw.. 日 (365) 
eu ey ewl 
公式 (8.39) 可 称 为 玉 维 如 ram 行列 式 。 
证 明 只 需 计 算 
[abel[ avol = | abel uvw ESOE 
= ([abcl€é) O(avwle) 
= (Labcl) ol * iuvw]) 
= (ahbAc du ohw), 
应 用 (8.39) 于 上 式 右 端 , 即 得 (36)。 
19.11 定理 (Laplaece 恒等式 ) 设 a, ,wm, VE 则 


lam av ， 
(a x bu X v= 四 1 (37) 
uu bv 


证 明 攻 {a,8} 或 {a,v} 线性 相关 ，(37) 自然 成 立 ， 余 下 
志 证 两 向 量 组 均 为 线性 无 关 的 情形 。 为 下 ,在 (让 ,依次 取 击 ,于 
为 qaNMBbB, wxv 及 uhhv, ax, 得 


EO(aAbAta x ovo) (a x bn x »), (38) 
下 信 (六 DATIG XE) = {ax va x b)., (39) 
9 好 人 五 AIe Xv)— ok€, (40) 
本人 md x 6)= jE€ (C41) 

分 别 代 人 (38) 和 (39)， 共 考虑 {8)。 得 
oc=—B=(ax ba x v). (42) 


很 设 <“ 关 0， 用 (40) 消去 (39) 的 €， 我 们 有 
(aMBbAa x vo) otuN\vh ta x $b)) 
一 《Ca x blu x ov)). 
应 用 (8.39) 十 上 式 , 并 考 处 到 (@& X La,B, (uu Xv)iu,v，, 


和 


一 
Ei 


lau av 0 1 


bu bv 0 — ((a x du x oo), 


19 o (ax blux vr) 


a 一 0 的 情形 可 以 看 住 a 关 0 的 结果 的 极限 情形 ， 因 而 (37) 式 


仍然 有 效 。 口 
10.12 定理 在 纺 ?3，Eddington 张 量 
EEiigReDe = ng DOE 
有 分 量 表 示 式 : 
Ein 一 [BSE], ER [ggigt], 
证 明 我 们 利用 公式 (11 一 13) 于 YY%*， 有 
El gh\ghg mE ghN\g hg, 


v 


Ent = vA EB Erixs ER 一 


et 
8 


取 (45) 的 对 侦 , 并 考虑 到 (8) 和 (34),， 有 有 


1 - TT 3 
1 一 gee] 一 Ve [egs], 


Ek 


从 而 
[ggg] 一 As， [全 :人 人] 一 = 


根据 外 积 和 Ricci 符号 的 性 质 , 又 有 
让 Ng cir Bh 总; 
gM\E Ngt= cighg Ng. 
取 上 两 式 的 对 偶 , 并 将 (47) 代 人 ， 得 


- 一 ， 1 
LE:BIS | 一 VE es [g'g'g*|] 一 -三 


& 
将 (48) 代 大 (46), 即 得 (44)。 口 


(43) 


C44) 


(45) 


(46) 


(47) 


nt (48) 


组 心 的 读者 注意 到 ,在 经 典 的 瀛 量 文 献 里 ， 公 式 【44) 是 作为 


定义 而 先 验 地 给 出 的 ， 


3 


对 任何 向 量 号 ， 有 


Ww wig — (We)gr 一 wg — (wei)a, 


利用 (49) 式 ， 可 得 任何 两 向 量 叉 匀 的 分 量 表达 式 : 
gxXg = [lle X ggtlg— Citgh, 
区 X Hi — [gSBi]S' 一 《ii 可 <， 
u Xv—{[(u Xx vag — wvlg gistls 
= Ww gs 
= [(u xX ogilg*:— woil ggg |g 
一 - eliEi 


到 64 * 


(49) 


(50) 
(51) 


{52) 


《531 


第 HI 章 仿 射 量 


5$1 二 阶 张 量 和 线性 变换 


二 阶 张 朋 又 称 仿 射 重 。 仿 射 量 不 在 右边 点 莱 向 量 v, 给 出 另 
一 个 向 量 Tw， 由 于 点 莱 的 线性 性 质 ; 
Tlouw tt BH) — ofa tt PTV Va, oe; rw, BER, (1) 
在 右 虚 乘 意义 下 ,每 个 仿 射 量 卫 定义 一 个 从 3 到 9 的 线性 变换 
中 上 一 > ww:; = Tv, C2) 
上 式 的 品 和 本 分 别称 为 在 这 个 变换 ( 肌 射 ) 下 的 原 象 和 象 。 
同 理 ， 在 左 点 张 意 尺 下 , 仿 射 量 了 也 定义 一 个 线 竹 变换 


vi—> vT, (3) 
-- 般 来 说 ,变换 (2) 和 (3) 是 不 同 的 ，5 了 关 了 uw， 阔 辜 到 ?9 
vT 一 T*y, (4) 


” 研 在 正点 滋 写 义 下 定义 的 映射 可 由 其 转 置 T* 在 右 点 乘 意 义 下 实 
现 . 苇 此 .去 点 乘 并 不 扩大 仿 射 量 定义 线性 变 玖 的 范围 。 即 使 局 
限于 右 点 冬 。 讨 论 仿 射 量 和 线性 变换 的 关系 并 不 失去 一 般 性 。 但 
在 基 些 情况 下 ， 区 分 两 种 意义 的 点 乘 却 叉 是 必要 的 ， 今 后 我 们 党 
把 Tw 说 成 “了 ( 右 ) 作 用 于 w™， 由 于 了 可 作用 于 任何 向 量 , 修 所 
实现 的 线性 变换 的 定义 域 是 整个 向 量 空间 区 - 

1.1 定理 ” 任何 仿 射 量 字 在 右 (或 左 ) 点 对 意 义 下 定义 一 个 
线性 变换 (这 是 上 面 已 得 到 的 结论 7 任何 线 狂 变换 红 ; 2 一 区 
由 唯一 的 仿 射 晤 (或 其 转 置 了 *) 在 右 (或 左 ) 点 豆 意 义 下 实现 。 

证 明 ”只 需 证 后 半 部 分 ， 对 任意 向 量 "一 v'g:， 根 据 线 性 性 


1) 医 为 根据 点 址 定义 我 们 友 
wT Cn) 一 Co,nCoiT Ku) 一 uwTLe, g's» = oa) Tg’, 4) 
-= Te uy gE EE) 一 TH gi BI 
一 Co THON 一 了 eof Vue yy. 
2) 第 LV 章 的 定理 7.10 给 出 本 定 捍 推广 形式 的 更 一 般 而 简捷 证 明 . 


wi 


质 ， 宜 


AC A 《57 
将 1 lg)} 在 1g8:} 上 分 解 
(Ri) 一 了 有， (6) 


并 代 人 {5), 得 (月 到 (11.5.10)) 
HO 一 Tiwigi 一 TiviBig; = Tivi(g’ gr)g, 
= (Tigitg') (vigt), (7) 
太 (6) 看 到 ,变换 经 在 基 {8:} 下 唯一 确定 [Ti]。 容 易 验 证 ， 当 
基 变 换 了 时 ，7Ti 按 二 阶 张 量 混 合 分 量 的 方式 转换 。 就 是 说 ，7T; 是 
2 唯一 确定 的 某 仿 射 量 的 分 量 . 记 这 个 仿 射 量 为 了 一 Tijgi 必 8'， 
就 有 


{v= Tv, (8) 
将 (7) 式 改 写 ， 又 得 
多 (89] Tiwt(gig )g; — (vtgr)( Tiig' OE;) 
一 VT*， 人 (9) 
从 下 图 
Ty ~ 0) = oT* 4 
TT TT (9) 
可 以 看 出 仿 射 量 和 线性 变换 的 密切 而 错综复杂 的 关系 : 一 个 仿 射 
量 在 左 , 右 作用 下 分 别 定义 两 个 线性 变换 ;一 个 线性 变换 可 分 别 由 
一 个 仿 射 量 或 其 转 置 在 右 、 左 点 乘 意义 下 实现 ， 
1.2 定理 设 1gi) 蚌 %Y 的 基 ， 给 定向 量 组 {fi 和 {gi} 的 
1-1 对 应 关系 唯一 地 确定 一 个 线性 变换 红 。 在 红 下 , 人 是 gi 
的 象 。 仿 射 量 卫 及 其 转 置 了 * 


T=fi@r, T= g OF (11) 
分 别 在 右 . 左 点 乘 意 义 下 实现 红 . 
证 明 考察 由 下 述 公式 唯一 确定 的 变换 
DT EB) of, VoeEY,, C12) 


这 是 一 个 线性 变换 。 因 为 。 利用 (12), Yu, DE 3 es ER 我 
们 有 : 


-和 


(ont Bo) = {ow t Hp)g) = (ow' tt Br) 
A 
= a (un) BE (0). 


显然 ， ” 
Eg)— L(g) 一] 天 一方。 【13) 
定理 最 后 结论 的 祖 据 是 
Eo vf (go (fe vo= Tv 
— (ve)fi— vlg DF) = vT™, {14) 


将 {fi) 在 基 {g,} 上 和 分解 ,又 得 了 和 T* 的 分 量 表示 式 ， 口 
仿 射 量 和 线 竹 变换 的 关系 使 我 们 可 以 把 张 量 代数 的 许多 彼 念 
直接 移植 到 线性 变换 上 上 来， 例如， 线性 变换 的 加 法 和 数 狗 分 别 由 
仿 射 量 的 加 法 和 数 秉 实现 ， 但 线性 变换 的 概念 又 导出 仿 射 量 的 一 
系列 新 的 性 质 。 为 今后 用 ， 将 第 二 章 定理 于 5【 算 值 定理 ) 用 于 仿 
射 量 了， 我 们 有 ，Ya, v€ %， 
T(usv) 一 CTOuDp) 一 Canan uiT Ou) = ulTv (15) 
— Canta®Co( THO)) = u(To) (16) 
一 Cun Coan( aT) Ov) = (uT)v. {17) 
这 里 可 以 看 到 实质 上 是 一 回 事 。 而 又 有 多 种 含义 的 符号 了。(15) 
式 的 左 端 是 仿 射 量 在 wu, w 上 的 值 , 右 端 是 优 射 量 了 同时 去 、 右 
点 乘 以 a 和 办 而 (15) 和 (17) 式 的 右 问 ,他 分 别 在 右 和 无 点 乘 
意义 下 实现 线性 变换 . 
1.3 定理 ”对 任何 仿 庄 量子 实现 的 线性 变换 ， 零 原 象 的 象 为 
零 ， 
证 明 


7 了 ao 一 了 [02z) 一 0(THu) = 0, 《187 

oT = (Ou)T ~ 0(uT) = oo, {19Y 

1.4 定理 ”度量 张 量 (单位 优 射 量 ) 和 等 仿 射 量 实现 恒 和 辣 变 挽 
和 密 变 换 ; 

=v, 0 一 4 


(20) 
Ov =0, vO0= Ve, 


s 7 


证 明 利用 (15 一 17)。Yue YY， 分 别 有 
utfo) = Iu, 0) = wvil(gi, 8;) = gin'v! = uv, 
(una = Hp, a) = vn, 
uCOv) — Glu, 0) = 0 = uo, 
(vO = OW, ou) — 0 = ou, 
由 的 任意 性 及 内 积 的 正定 性 , 即 得 (20)， 
1.5 定理 车 {, ,vt,} 是 线性 相关 向 景 案 。 则 在 任何 仿 
射 野 王 下 , 象 介 7p TV} 和 和 4 了 -… VrT 了 1 亦 为 线 作 相 
证 明 UV; 线性 相关 ,存在 不 全 为 零 的 系数 内， 
es 使 得 


r 
>} HvVi— 0, 


Fh 


将 T 右 和 左 作用 于 上 述 堆 向量 ,根据 定理 1.3 和 线性 性 质 ,得 
oC T(3 un) — 5 pTo,) 
二 一 上 i=1 


=- (5 wo) T= plviT), OO 
i=1 r= 
这 定理 的 送 未 必 成 立 ， 


$2 仿 射 量 的 积 和 转 置 ， 


2.1 定义 ”两 个 仿 射 量 总 和 了 的 点 蒋 
TS: 一 Cu THS) (1) 
称 为 SS 和 了 的 积 . 口 
了 3S 本 身 仍 是 一 个 优 射 量 ,又 可 和 其 他 售 射 量 , 璧 如 尽 ， 点 乘 ， 
得 ECTS)。 
2.2 定理 设 S 7 ,已 是 仿 射 量 。 仿 射 最 的 积 满足 结合 
TS) ~ (UT)S, (2) 


"8 ." 


因而 可 党 统 地 写 UTS. 
证 明 按 点 积 的 定义 
TS)— CoaURCoN (TOS)) 一 Conun( UDTHS) 
CostCon UBT)ES) = (UT)S. OO 
进 -… 步 ， 我 们 可 以 有 任意 + 个 仿 射 基 的 点 积 荆 T_T 结 
扫 仍 然 是 仿 射 旦 ， 仿 射 量 下 的 自 点 积 写成 
TT: = T...T. {3) 
Tr 
积 仿 射 量 73 既然 仍 是 念 射 量 ,就 可 实现 线性 变换 mwF-> (7YS)o， 
称 为 积 变换 。 由 于 TS5)v 一 TLSv)， 可 以 认为 ， 积 变换 是 5 和 
全 单独 实现 的 线性 变换 的 复合 : 
vv > Sut—> T(So), 
一 般 来 说 ，ST 关 TS， 因 而 实现 不 局 的 线性 变换 ， 
2.3 引 理 设 工 基 仿 射 量 ,着 
Vas EY :HTv = 0, (4) 


则 了 是 零 仿 射 量 。 
证 明 只 要 利用 (1.15) 将 (4) 写成 
Ya, EY: Tlnu, v) = 10, 
就 得 引 理 的 结论 ， 
2.4 定理 设 丁 是 仿 射 量 , 异 有 
via= ultv, Yu, ve. (5) 
证 明 将 (1.15) 应 用 于 转 置 仿 射 量 的 定义 (II.7.1, 9) 
Tay #) 一 Tv, u), Vu, 中 和 


就 得 (5), 
2.5 定理 ” 转 置 仿 射 量 有 下 麟 性 质 ;: 
(iD) (CS TIT)* = S* TT*, | (6} 
(1) CST)* oo T+*S*, | (7) 
{ii) (aT)* 一 of", - (8) 
(ivr) + 一 总， (9) 
(v) P= (10) 


m6 和 


(Cv) CT*)* oo TT, {11) 
证 明 Yas E37， 对 各 性 质 ,不 渐 引 用 (5)， 可 得 
(Ci) u(tS + Tp = vvS + Ta = pSw 十 Dr 
= msrp 十 oT*v 一 
ul(S + T)* — (S$* + T*)]v= 0. C12) 
Ci) a(ST)*v 一 六) 下 一 S(Trn) = (Tu)S*v 
= (SI*vu Ta = aol*(S*v) = u(t T*S*)v, 
ul ST)* — T*S*]v = 0, (13) 
Cii) utoeT)*v = gtaT a = via(To)) = atvTa) 
一 euT*y 一 ulaoT*)v, 


ul (eT)* -一 cr 一 由 C14) 
Cry) uO*yv = yOu = vOu) = vo = uo =— uOv, 
uO — Op = 0, (15) 
Cy) ofrv 一 了 和 一 per 一 ab 一 af 一 ao， 
ul — Doe= 0. (16) 
(vi) uCT*) to = vyT*e — Tv, 
ul(T*)*-— To= 0, C17) 


对 (12 一 17) 省 式 , 应 用 引 理 2.3， 刚 得 定理 各 绪论。 
$3 仿 射 量 的 行列 式 


3.1 定理 ”对 任意 仿 射 景 了， 人 恒 有 
(Tu) NA. NTua,) 


(aT)A .A(u.T) 
其 中 9et 了 BR 仅 依 环 于 了 ， 称 为 了 的 行列 式 ，det 开 有 表达 式 : 
det T= LTud)A -MATe,)]O (mA..- Nv) (2) 

《时 六 古人 CO) 


[人 
[ ’ 
其 中 {uy} 和 {v;} 为 任意 线 件 无 关 组 ， 


» 0 


上 cermymy “Nu Yaié 3 C1) 


(3) 


证 明 车 {wu} 线 姓 相关 ， 则 根据 定理 1.5, {Tw} 和 {uwT! 

亦 线性 相关 。 根 裕 第 工 竟 定理 8.9, -A (Tu)A..: 

六 (Ta 和 (mT) 入 -和 八 (ws 了 ) 均 为 等 ww- 形 式 ,， (1) 式 自 然 

丰 立 。 对 于 {wi 是 线性 无 闫 的 情形 ， 细 A…… 人 ua 是 非 零 #- 形 

式 , 持 何 #- 形 式 可 由 它 线性 表 出 。 特 别 地 ,有 . 

《了 六 (一 ci (4) 

CamuT A -AC T) = mA Nt, (5) 

用 线性 无 关 集 {5;} 的 外 积分 列 外 全 点 习 (4) 和 (5) 左 , 右 两 端 ,并 

海 虑 到 

(AAO vA Bn) = detl ow;] = detl vm ] 

= (BA AD OA -Ae) GD, (6) 


得 
«a= [Toh -ATH) O(N Mv detl ww], (7) 
B= [mT A A (eT) IO (oA Avs)/ detl mv] (8) 
下 面 将 证 明 表 达 式 (7, 8) 与 {e 和 fei 的 选择 无 关 ， 于 是 ， 由 
(CTad A :A(Ta) lO (DNA Au) 


det[ HDi ] 


det{ (Tur)o] _ det[ (wT ) uw] 


det[ wfrvwi ] det[ wu; ] 
[OTDOA- A COT)IO (tN A) 
det[ pr; } ? 
我 们 就 有 
«=p, (9) 


今 另 取 线 性 无 关 组 fax} 和 {vr}。 将 {ww} 和 {5;) 分别 用 {ux? 


1》 考 虚 未 知 基 为 x! 的 厂 性 方 各 组 


wor = rv) 0, (1y 
任何 妇 EY 可 表 为 如 三 wig, 将 wi 本 C1) 并 求 和 ;得 
w(xip;y) 一 0， [2 了 了 
这 玫 示 向量 *fo 与 入 的 每 一 向 攻 正 交 : 因 而 :根据 第 G 吾 定理 2.35 
107 = 0 《3 了 
因 {fw 说 线性 开关 :【〈37 导 至 如 一 0 即 () 7 只 有 平凡 解 ; 愉 而 dec[eseh 门 条 
小， 
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和 {vw} 的 天 示 式 1 
Hi A (detl Ai'] 0), (10) 
= Bip (detl Br ] a 6) {11) 
代入 《7)， 滋 感到 工 和 外 积 的 线性 性 质 , 有 


det[ AY Bi uy ti: ] 
_ det[ A? Jdet[ BY JdetT (Tu ) wr ] 
det[ A! jdet[ B} Jdet[ wirvr ] 
a det[ (ar (12) 
detf ws ] 
类 似 地 可 证 二 a) 与 {ww}, {oj} 的 选择 无 关 , 记 之 为 dat。 从 而 
(1), (2) 和 和 (3) 得 证 ， 
3.2 定理 ” 仿 射 量 工 的 行列 式 可 用 丁 的 混合 分 量 表 示 : 
detT 一 det[ Ti;] = det[ Ti ]. (13) 
证 明 在 (2)， 取 {ow} 一 1g} 和 {0} 一 lg， 演 弄 到 
Te; = Tigr 和 
【多 六 六 四 人 (人 人 有) 一 有 


得 
detT 一 det[ Thigitg’] 一 detl TAB4] 一 det[ Zi] 
一 det[g* Tgg;] 一 detl g* ldet[ gpq Jdet{ TA ] 
— det[T7]. 口 
detT 了 与 基 无 关 , 从 而 基 分 量 表达 式 (13) 亦 与 基 无 关 . 直接 从 基 
{ger} 和 {8;] 的 转换 , 亦 易 验证 


det [Ty] = det[ T',], {14) 
det [ Ti] 一 det [ gu] det [ Ti] = g det TT, (C15) 
det [TI] 一 det [gt] det [Ti] 一 det TT (16) 

3.3 定理 ” 仿 射 量 行列 式 有 下 列 性 质 : 
(i) det(TS) — (det TY(det §), (17) 
(ii) det (of) 一 wo det T, YaER, {18) 


和 


det O— 0, dct hl, “(19) 
(和 证) det T* = det 了 了 . (20) 
证 明 
(i) 应 用 (1) 式 , 有 : | 
{de TS mA -An = (TSu)A...A(TSn,) 
= (deT }( Sem) A .+ NCSm,) 
= {detT {detS Ym A -A a,, 
由 {a} 的 任意 人 性、 上 式 给 出 《17). 
{ii) 应 用 (2?， 分 别 有 有 
detCaT) 一 dtl oT ao] erdel (Te) gerT, 


detl 本 ;mr det [ rw ] 
det O = dt LOm)v] _ de LO( nr] 0， 
det [ou 机] det [ ep; ] 
dett = det [Cau)v] _ det ov} 1, 
det [ wit; ] Set [ wv; ] 


证) 亦 应 用 (2)， 得 
det T'* 一 de [Tm 0] det [Tvw)ew] detF. 
det[ tr:w; ] det [mit ] 


推广 公式 (17 ， 可 得 ”个 仿 射 景 乘积 了 -了 的 行列 式 


det( 了) 一 了 de Ts. {21) 
i=1 


$4 正则 和 退化 


41 定义 ” 仿 射 量 了 称 为 正则 的 , 如 果 de 了 关 0， 否 则 称 为 
退化 的 . 口 

根据 定理 3.3。 可 得 

4.2 推论 下 和 T* 同时 正则 或 退化 ， 口 

应 用 定理 3.1 的 (1) 式 ， 可 证 

4.3 定理 7 是 正则 仿 射 量 的 充 要 条 件 是 了 将 每 一 个 线性 无 


9 本。 


关 组 {tw} 映射 为 线性 光 关 组 {Tm} 和 {TT}, 

44 定理 ”对 于 正则 仿 射 量 ， 每 一 个 rt 所 所 7) 元 线 
性 无 尖 集 { 桓 ,… mr 的 象 集 (本 7 和 { 了 了 
亦 线性 无 关 ， 特 别 地 , 当 + 一 1， 


(Ta 0, (1) 
1 和 关 看 全 
laT 天 口 {2) 
这 里 用 到 约定 :一 个 非 零 向 量 构 成 的 向 量 组 是 线性 无 关 组 ， 而 


10} 则 为 线性 情 关 组 ， 
证 明 因 { 硬 ,三 } 线 性 无 关 , 可 选 # 一 7 了 个 向 量 W4n1…， 
us， 使 得 {ai} 是 钱 性 无 关 组 .又 了 是 正则 仿 射 苷 , 根 据 定 理 4.3， 
{Tuy) 和 {gz 了} 均 为 线性 无关 组 。 作为 这 两 个 线性 无 关 案 的 子 
集 【了 ea， 和 {mT,.…, wT} 自然 也 者 是 线性 无 关 集 . 
4.5 推论 了 是 退化 仿 射 量 的 充 要 条 件 是 “3e 闪 co 了 ma 一 D 
或 "30 去 pi0 了 一 0; 下 是 正则 仿 射 量 的 充 要 条 件 是 “7a 一 0 之 
下 一 上 0 0 或“vT 一 0 了 Vv 一 0 ，, 
4.6 定理 正则 优 射 量 工 实 现 单 射 变换 : 
TTa, 和 wT A wT (3) 
证 明 只 要 令 二 本 一 码 ， 并 利用 (1) 和 (2)。 
47 定理 ”正则 仿 射 量 了 实现 满 射 变换 : 
VOY, UE w= Tu, w= 2 了 
证 明 ”将 由 用 线性 无 关 组 tTgz} 和 {8,T} 表 出 ， 根 据 T 的 
线性 性 质 ， 得 
wo—u (Tg) = Teg) = Ta, 
w= vgT) — (wig)T — vT, OO 
从 以 上 两 定 理 。 得 . 
4.8 推论 ”在 右 和 左 点 溢 意 义 下 ,正则 优 射 量 了 实现 从 艺 ”到 
5 的 双 射 变换 2eF> 雪 和 孚 一 > 加 ， 从 而 分 别 存在 唯 
一 的 着 恋 杭 生计 :加 一 > 了) 满 电 二 多) 和 7h， 
满足 码 一 至 区 0 


+ 74 .= 


4.9 定理 推论 418 的 7! 和 比 7! 是 线性 变 称 。 出 准 一 的 
| 仿 射 量 了-!， 称 为 本 的 道 仿 射 量 ,分 别 在 太 和 左 点 冬 意 义 下 实现 . 
7 也是 正则 伪 射 量 , 并 且 满 足 


了 一 (4) 
证 明 设 Tu 一 地， 了 Tp 一， 则 
EN) 一 ETD) 一 吕 。 【5) 


点 葬 的 线性 福 质 使 Tlew 十 Bt) 一 gw 十 pw, 以 而 有 
ew 十 cp) 一 上 和 + Pr. 

将 上 35) 代 人 上 上 式 右 端 ， 即 得 道 变换 双 的 线性 性 质 ， 今 证 在 右 
点 鞠 意 兴 下 实现 入 说 的 唯一 仿 射 量 了 是 正则 的 ， 只 要 证 : 
{7} 线性 无 关 太 和 TT1w} 弘 性 无 关 。 若 记 wi 一 丰 'w;， 由 
Ww 一 Tg， 从 而 等 价 地 要 证 :， {Tar} 线性 无 关 二 {i} 线 性 无 
关 . 利用 《3.1 式 , 并 考 感 到 daT 关 0， 就 得 17ear 和 {ui) 同 
时 问 性 无 关 , 从 而 王 也 是 正 旭 的 ， 恋 

Tu 一 ww, (6) 


出 

Tw 一 a. (7) 
将 T+ 右 作用 于 (6) 式 , 有 了 (Ta 一 (T7777T) a 一 了"'w， 和 
(7) 比较 ,得 《 丰 本 一 人 Dw 一 oo， 由 的 任意 性 ， 有 (4).。 类 侯 
地 ,将 工 右 作用 于 (7) 又 可 得 (4):。 用 同样 办 法 :可 证 比 让 的 线 
性 性 质 。 设 仿 射 量 仿 在 左 成 弱 意 义 下 实现 他 : 


vT = ?= wS. (8) 
将 第 一 式 代 人 第 二 式 ， 得 
vi— TS) 一 o。 (9) 
时 也 的 任意 性 积 (1.20)， 得 
TS 一 了 (10) 


和 《4) 比较, 根据 逆 仿 射 量 的 唯一 性 ,得 一 了 
4. 夫 定理 正则 仿 射 量 丁 的 逆 工 7” 还 有 性 质 ; 
(i (工人 一 了 ， (il) 
{TY 一 《TTD* (就 可 答 统 地 写 *)， (12) 
pF T7535 * 


〔 征 ) 车 运 有 正则 仿 射 量 3$， 则 了 5 亦 正则 , 且 
(了 3S) 一 一 全 7 了 1 {13) 
(iv) det T= (det TY (14) 
证 明 | | 
0) 利用 (7) 式 ,正则 仿 射 唱 大 亦 有 道 (T "中" 满足 由 二 
(TTD a 和 (全 比 较 , 得 CT 一 Ta 一 0。 由 的 任意 
性 ,得 11). 
(ay 只 要 将 {2.7) 和 (2.10) 应 用 于 (4, 得 
T*(T TY)* = (C15) 
根据 推论 4.2，T* 为 正则 ,有 唯一 的 遂 CT*)7, 
根据 {4)， 击 (15) 就 得 (12), 
(ii) 根据 《3.17)， 得 仿 射 量 T3 的 正则 性 ,从 而 存在 (了 SY. 
设 人 a 一 Jv 一 ww， 圳 
d= Sp, v= Tw, (TS)a ~ w, {16) 
将 (16); 代入 C165)., 得 
au— SA Tw) ~ (S$ TT ww, 
另 一 方面 ,将 (T5)"! 右 作 用 于 (16)， 并 用 (4)， 得 
u = (TS) tw. 
比较 上 两 式 , 利 用 友 的 任意 性 ,就 得 (13), 
(iv) 应 用 (3.17) 于 (4)、 并 考虑 到 (3.19);:， 凤 得 (14)。 


§5 主 不 变量 和 第 


5.1 定 匀 刘 厦 栈 射 (不 一 定 线性 ) 
PTA) 一 及 :了 > FT) (1) 
(于 称 为 了 的 不 变量 。D - 
一 个 优 射 量 可 以 有 许多 不 变量 。 下 面 我 们 给 出 两 种 最 电 要 的 
不 变量 。 《3.1) 对 任何 仿 射 量 成 立 。 给 定 伪 射 量 了 ，(3.1) 对 了 
一 4 大 YER) 也 成 立 ， 
人 和 一 地 本) 大全 一 4) 


| 


一 det( — ADAh .hs 
Y 线性 无 头 组 {wi}。 (2) 
利用 伪 射 盟 的 加 法 和 数 乘 的 定义 ,外 程 的 线性 性 质 及 {ww} 的 线性 
无 关 ， 上 式 可 展开 为 
[A TA TA4) -了 
— dettT — AD mA -Au = 0O, (3) 
其 中 各 系数 i,-…, 1, 由 下 列 各 式 定义 : 


Ti 六 一 > mA Noh (Twa) ht 


; i 二 六 » (4) 
DA 一 
bE 
A(Tow) NA,, {5) 


Lah eo OD AA (TH) A 


Ep 


六 (了 A A os (6) 


和 时 


1 一 人 (人 


A(Te,), (7) 
lt A = (Ta) AATu,). (8) 

可 以 看 出 ， 
有 IAT) = datT, (9) 


52 定理 ”由 (6) 所 定义 的 7 (r 一 1, …，#), 是 仿 射 量 
的 5 个 不 变量 , 称 为 主 不 变量 ， 具 有 疙 达 式 
FT) 一 
| 3 uA A (Te) A A (Ta) Ae A | Oo A -Av.) 


1 


CmA Au) ON Mv) Go) 


® TF 所 


其 中 Te 和 {vi} 足 丁 个 任意 的 线性 无 关 向 量 组 。 

证 明 将 (6) 两 端 外 全 点 超 忆 三 A…: 和 ws， 并 除 以 不 等 于 
零 的 (和 A)O (Co 信人 vs)， 就 得 (10)， 要 各 7 了) 
是 本 的 不 让 展 。 还 要 证 它们 与 {wt 和 {vj} 的 选 译 无 关 ， 证 法 和 
定理 3.1 证 det 丁 与 {如} 和 和 5;) 的 选择 无 关 美 似 、 也 可 以 这 样 
看 。 内 对 任意 {mz} 成 立 的 (2) 的 右 端 线性 依赖 于 各 于 ， 懂 开 后 
的 堪 端 [一 1) 十 -十 1 本 AAA 也 线性 良 赖 于 各 wi。 
则 方 插 号 内 的 多 项 式 ( 从 而 各 11) 与 ia;} 无 关 ， 

.3 定理 仿 射 好 守 的 * 个 主 不 变温 可 用 了 的 张 盟 混 合 分 量 


湛 示 
TT) 一 fT ” “rr 一 1,: 机 (11) 
. rr, 


证 明 取 基 {gi} 和 {gr} 作 为 (10) 式 中 的 {wm} 和 {0:}, 并 
考虑 到 Tg 一 Tiig; 和 (gi 人 … 人 gn)9 Cg 人.… 人 人 g") 一 1, 得 
-| DT aA.ATe)N... 


li ern 


A (Tg ) A Ng O(N Ag") 


一 全 TB 
Li eis 
AgiNNg oN- Ne) 
一 六 
1 i 
sy By es) 
-re Dg @... 
1 i pT 
Bre, "3 Bi Ri gs) 
~ OD mr Bs 0 
有 六 和 E 攻 
By 。 - 89 ， 四 
本 一 2} > 5E0 oo a "BN TH 和 Ti 


1 


下 TB* 


~ (12) 

下 人 
应 注意 的 是 .上 面 各 式 的 间 ……，。# 只 遵守 和 号 交规 定 求 和 。 对 问 
定 的 指标 组 <， < i, 《当然 不 求 和 ) 和 ze 5,， 考 虚 到 哑 指 


标 可 任意 民 换 ， 我 们 有 


Ct i Ww t 
BF oltrr TH- 。 TH 一 830 67 a = 了 In 
at To } 
一 sgno 8 HT a TN, 


— (sgno PeoniT .To 
一 57 Te 对 5 不 求 和 )，。 (13) 
最 后 一 等 式 是 基于 本 的 各 分 量 上 下 标 均 受到 让 同 的 转换, 而 数 的 
莱 积 次 序 是 可 以 交换 的 ,因此 可 将 分 量 按 六 过.… 过 讲 的 次 序 排 
列 。 就 是 说 , (12) 右 端 的 每 一 项 对 指标 i …., 可 进行 任 演 置 
换 gt 5S,， 其 值 不 变 。 再 考虑 到 (位 。'……，P} 中 有 重复 指标 时 , 广 
全 Kronecker 符号 等 于 宪 ， 于 是 , 从 (12) 式 就 可 得 (11) 式 ， 
5.4 定义 ” 仿 射 明定 的 第 一 主 不 变量 
MT) = Ti T= Tg’, gi) — CT oi:uT. (14) 
一 OT, g) ~ gi, g’)T(g', g,) 
— IoT(gi, :i Ei, Bi) 一 Caanod TT) 一 fT 


称 为 下 的 迹 . 
5.5 定理 ” 迹 有 证 质 ( 玉 和 5 是 仿 射 量 ): 
(i) rtaT 6S) 一 etry + ptr, Ve, PE R, C15) 
(ii) rtTs) 一 (57) 一 +: 了 {16) 
证 明 


Li》 按 定 义 5.4, 并 根据 绢 并 的 线性 性 质 ， 有 
trtaT + 85) = CloT + 85) = aCT + CS 
一 otrT + prs, 
(1) 同 理 ， 
tr 一 CS) 一 人 af eof 了 GBS)) 
一 Cap 了 了 加 S) 
— TS(g,, gi, gi, 8')— Tg:, gS(gi, #') 


a TF. 


~ Stg', 80 了 (go — S@T(g', g', gi, 8;) 
— Cnen( ST) = tr(ST) 
— Cy ST) = $*:T, 


5.6 推论 
(CD tr (> 7, ) = Yu7,， (17) 
i=]1 r=] 
{ii) tr tT 7,) 一 tf 7) 口 (182 
现在 再 回 到 (3) 式 ,，. 


$.7 定义 ” 仿 射 是 的 特征 多项式 是 
FO: A) (19) 
它 的 次 数 等 于 dim go . 口 

南 于 {ww} 是 任意 线 性 无 关 向 量 组 , (3) 式 给 出 
FAY = det(T — 4), {20) 
仿 射 量 王 的 各 主 不 变量 。 特 征 多 项 式 和 (20) 都 是 从 了 在 右 点 异 
意义 下 实现 线性 变换 的 角度 得 出 来 的 ， 现 证 ， 在 左 点 钞 内 义 下 结 
果 也 相 司 ， 事 实 上 ,由 (3.1》, 我 们 取 有 

Cu(T— DA A (aT — 7D)) 

一 det{T — Dm A 人。 

展开 后 。 又 有 


Fa = de T ~ 4D, - (21) 
其 中 站 次 多 项 式 i 1 

Fa: 一 (一 1 十 了 一 1 十 .十 了 (一 让 七 和 《22) 
比较 (20) 和 (21), 就 有 两 个 # 次 多 项 式 的 粗 等 ; 


F004) 一 f04), 
从 而 ,这 两 个 多 项 式 的 系数 , 即 各 主 不 变量 ,相等 
FCTY = (TT) += ls..., 1, (23) 


这 样 ， 我 们 就 有 

5.8 定理 ” 仿 射 量 了 的 主 不 变量 和 特征 多 项 式 是 了 的 仿 射 姑 
属性 ,与 了 实现 ( 右 或 去 点 乘 ) 线 性 蛮 换 的 方式 无 关 . 

5.9 定理 ” 仿 射 量 了 及 其 转 置 六 在 相 阿 的 主 不 变量 各 特征 


* BD = 


TAT AT) ro, 1 (24) 
证 明 由 一 4 一 TT* 一 A 一 (TT 一 4D* 及 det TY 
detT， 有 det(T* 4D = de(T 1D = (1). 
5.10 定 类 仿 射 蔓 达 的 * 次 圭 的 迹 称 为 于 的 次 矩 , 记 作 
IAT): = tT OO. (25) 
三 维 空间 的 结 困 高 于 上 述 的 一 般 结 果 之 中 ,但 又 有 其 特殊 性 . 
这 了 时， 我 们 常 记 1 三 I= 34， JH 一 B。 荆 的 特征 多 项 式 就 成 


为 ( 乘 以 一 1) 

1 = M+ I (26) 
如 果 令 线性 无 关 向 量 鸭 & 一声, 百 一 和 地; 6 一 而; 则 个 鸭 宇 个 
主 不 变量 满足 


工作 人 百人 ee 一 【Ta)] 人 人 百 Ae 十 人 六 (YE 人 ee 
+ anph {Te), 
I aAbAc= aThIATe) TF (Ta nbAtTe), (27) 
+ (Ta) A (Th) Ne, 

IT aAbAc— (Ta)A(TH) A Te). 
记 a, 5, ec 的 混合 积 (a Xe 为 [abe], 对 (27) 取 Hodge 对 
偶 , 并 利用 CII. 10. 25) 的 结果 六 (aAbAe) 一 Laqbe]， 有 

T 一 F(Zea)acecl] + Ia(Tbh)e] + Lab(Te)] 


[abel 
[a(TBYCTe)I+I Tob Te) lt (Toa)( Th )e] | 
l= » :28) 
Labc) [ 
mr LTa)CT8)(Te)] | 
[abel] ” 
分 别 联 4 #4 应 3 作为 企 ， b, 如 > 妥 得 
T= 工 站 Ti 
11 
工 prorr ps 
= a 了 有 (29) 


II 一 六 BRT TT Th, 


下 


和 


在 上 述 分 最 表 这 式 中 ， 利 用 区 ronecker 得 号 表 六 广 蚁 Kronecker 
符号 , 青 应 用 迹 的 定义 ,就 可 得 仿 轴 最 三 个 主 不 变量 和 三 个 矩 的 关 


工 一 1,, 

I= (Fi) 
2 Ci 1) (30) 
1 _ 1 1 _ 

HH- RFnht 3 


一 般 地 。T, 是 前 + 个 和 失 的 多 项 式 ， 
5.11 定理 (Nanson 公式 ) 在 三 维 兴 积 空间 尖 ， 对 于 正则 
仿 射 量 于 和 性 意 w, pe YY， 恒 有 
(Tu) x (Tv) = IIT-*(e x v)}, (C31) 
证 明 将 (28), 写成 
letu Xx vv) = i(Tea) x (Tv)iTe 
— eT*(Ta) x Tv)], 
c 的 性 意 性 及 内 积 的 正定 性 给 中 
T*[(Ta) Xx (Tp)] = Iu x vv. 
由 三 的 正则 性 就 得 (31)》， 


$6 特征 方程 , 特征 值 和 特征 方向 


公式 55,20) 
1H) = det (T — aD C1) 
尘 任 何 4€R 成 立 ， 
6.1 定义 1 称 为 仿 射 量 了 的 特征 值 (或 主 慎 )、 如 果 它 是 特 
征 方 程 
所 2) 一 和 (2) 
约 一 个 实数 解 ，[D 
4) 是 7 次 多项式， 不 一 定 有 实 根 ， 如 果 w 一 dim 区 ”是 奇 
狐 ， 光 感到 


92， 


lim 大 1 一 一 cm 天 好 一 十 co {3) 
下 十 中 上 一 后 


由 天 4) 至 少 有 一 个 实 根 ， 允 以 人 00) 和 = dst 于 可 知 ， 有 正 ( 负 ) 行 
列 式 的 奇 维 数 空间 的 优 射 量 至 少 有 一 个 正 ( 负 ) 特 征 值 。 

6.2 定理 ”如果 仿 射 量子 有 特征 值 1， 则 必 有 存在 了 工 的 属于 特 
征 依 上 的 有 特征 疝 量 六 (天 2) 和 左 特征 向 量 天 o)， 分 别 满 足 


Tr 一 hr, 4) 
一 1 {5) 
证 明 根据 定义 .1 种 (1) 特征 人 入】 使 | 
de T — A = 0 (6) 
这 意味 着 于 一 11 是 退化 仿 射 量 , 根 锯 推 论 4.5, 存 在 非 零 的 向 量 


”和 售 得 

(了 一 2407 一 中 和 玉 开 一 2 有 一 0 口 
更 确 吉 一 成 ，( 47 和 (5) 式 说 明 , 荆 有 右 和 左 特征 方向 。 由 本 的 
线性 性 质 ， 具 有 这 个 方向 ( 即 与 7 或 【 共 线 ) 的 一 切 非 零 向 量 都 是 
有 或 左 特征 向 量 ， 我 们 经 常用 单位 向 量 代表 这 种 方向 ,如果 不 
和 > 共 线 ,但 也 满足 (4)， 则 yr' 也 是 荆 的 右 特 征 和 疝 量 ， 而 Ya， 
BE 及 ， 恒 有 


far 十 8r') — tor + fr’), 
即 r 和 的 任 柯 线性 组 合 也 是 工 的 大 特征 方向 ， 由 此 有 
6.3 定理 ”本 的 属于 特征 值 + 的 右 特 征 向 量 的 全 体 加 上 零 向 
苦 构 成 Y 的 一 个 子 空间 , 称 为 属于 特征 值 4 的 右 特 征 子 空 间 , 记 
作 3 (4)。 回 理 也 有 家 特征 子 空间 14). 
.4 定义 本 的 特征 值 和 的 全 体 ofT) 一 AERIf4)= 二 07 丈 
为 荆 的 谱 . 


6.5 推论 wie o(T)， (至) 特征 子 空间 是 7-( 帮 ) 不 变 的 ， 


翻 
ES ~ THe (4), 
vyEYNANY = TT EANY. 
全 6 定义 ”如 果 全 的 属于 特征 值 4 的 右 烛 左 特 征 方向 相同 ， 
中 各 对 间 


划 此 方向 称 为 转 征 方 高. 
§7 Cayley-Hamilton 定理 


7.1 定理 ”任意 仿 射 量 了 满足 它 的 特征 方程 
RT)}=(—T) 十 下 一 站 二 
十 一 下 十 7 0. OD (1) 

上 式 常 称 为 了 的 Cayley-Hamilton 方程 . 

证 明 ”分别 用 【一 下) as (一 TO 【一 二 和 
CC 一 TD 了) en 代替 $5 中 各 主 不 变量 定义 式 
的 点， 得 

Dah AT) eo ) 


地 一 


一 (mA A TE) A Aust) ACC—T)" ru,) 


"f=1 
一 “A mC Te,), 
Dt 人 一 让) 


一 人 Sy mA- A(TaD)A. ACTa)A…- 


及 太 了 性 区 间 


Am NCC—T)e mr,) 
一 ( 王 ou 和 .人 (Ta)A.…- 


A )A ((—T Yin,), 


Ta wisi AC—T) "ea,) 
wT A 


_- ( 
i 


ACTud A Nu )AC—T) en,) 


号 明生 日 


wy hh 


一 人 mA ACTa) A... 


1 i 之 Ft 


A(Tu,_ J)A.. -Au 中 ACC—TY -re,), 


Treat 六 ， “六 人 (一 下 "Ta,) 
-( 本 人 人 (Te NA. 


Tc- 包 


AACTewdN Am 入 (( 一 Te) 


—( SS mA.A(TaDA-…， 


Li fe 


A Tu) A A MCT en,), 


7 六 六 (CC—T)u,) 
— (Ta)A AT (一 Tt) 


_ by (Tey A 人 可 人 .CTe 
(2 / 


MAt—T Yn,) 
T= OO— (Ta) ~ 
A(TH DONT) ). 
将 上 面 # 个 式 子 的 左右 端 分 别 相 加 ， 考 虚 到 前 一 记 右 端的 第 -~ 项 
总 和 后 一 式 石 端的 第 二 项 相 消 ， 得 
AA uA tT 
十 Te 一 人 十 Du) 一 全 (2) 
前 ”一 1 个 向 草 的 任意 性 使 这 个 零 二 形式 的 最 后 一 个 向 量具 能 
是 零 向 量 : 
人 (一 大 + TT 
tiDa,— o, (3) 
车 不 然 。 可 这 样 选取 四,，': …，-iy 使 之 和 这 个 非 零 向 量 构成 一 
个 线性 无 关 组 而 与 (2) 矛盾 。 又 用 ws 的 任意 丝 。 (37 式 揪 号 由 的 


,5 


张 量 和 只 能 是 零 仿 射 有 最， 从 而 得 证 (1)}， 品 
利用 Cayley-Hamilton 方程 ,任何 六， {x 守 #7) 可 用 了 
了 ,了 及 了 的 * 个 主 不 变量 表达 ， 


$8 对 称 仿 射 量 
&.1 定义 仿 射 量 S 称 为 对 称 的 ,如 果 | 
5 一 5S*+ 到 Si. 一 5 或 Si Sis (i) 
对 于 单位 向 基 及 #， 标 量 
一 (2) 


称 为 和 在 于 和 上 方向 的 前 分 量 . 若 nt 一 0， 则 (22 称 为 正 交 前 
分 量 ， 若 £ 一 mn， 作为 (2) 的 特殊 情形 
(加 = 一 (3) 

称 为 人 S 在 nh 方向 的 法 分 量 ， 若 3 在 任 柯 方向 的 法 分 量 大 于 等 ， 
3 称 为 正定 的 . 口 

显然 对称 仿 射 量 的 全 体 移 成 二 阶 张 且 空间 Lin 二 字 区 2 ) 
的 子 空间 ， 记 作 Sym， 测 正定 对 称 仿 射 量 的 爹 体 则 记 为 Psym。 

8.2 定理 ”上 S 的 局 于 癌 一 答 征 值 1 的 堪 ， 右 特征 方向 相同 ,从 
而 左 , 右 特征 子 空间 也 相同 ,可 同 记 为 (4). 

证 明 设 e 蚌 SS 的 属于 4 的 右 特征 向 量 : Se 一 4e。 考虑 到 
Se = eS* 一 eS,， 有 eS 一 Le, [1 

因此 ,今后 可 以 内 考 虚 右 点 续 的 作用 , 

8.3 .定理 对称 仿 射 量 S 有 特征 值 和 特征 向 量 ， 

证 明 我 们 不 直接 讨论 特征 多 项 式 HX%)， 测 是 定义 一 个 滑 数 


So yo oey., (4) 
tv 


F(v) 是 两 个 连续 函数 的 商 , 因 而 也 是 连续 表 数 ， 并 且 是 零 次 齐 次 

的 ; | . 
Flap)} = Flp), Ya 0€R, (5) 

现 讨 论 王 在 单位 球面 B 一 4v11v| 一 1} 上 的 值 。 因为 8 是 洲 " 


"i 


Flip): 


的 有 界 闭 子 集 ,下 必 在 茶色 < 3 上 达到 极 小 
Fle) < FCO]。 


息 据 (5)， 有 


Fle) FW}, Vo ott., (6} 
. 对 任 春 给 定 gE "， 定 义 过 @ 端点 沿 方向 的 直线 上 的 阔 数 
GO = Fla Tu), VE 及 - (7) 


根据 (5), .6 在 + = 二 0 处 取 极 小 什 ， 因 此 G0) = 0。 将 (分 代 
人 《7), 得 
[el 十 su)St{el +t a) 

Ce ue teu) 


CU) = 
对 # 微 商 , 在 + 一 4 处 ,有 


G0) 一 285Se 一 2(eu)(eSe,), {8) 
从 而 
(Se — (eSe)e 一 人。 C9) 
上 式 对 短 一 个 吾 成 立 ， 根 据 内 积 的 正定 性 ,有 . 
Se, 一 Jie， 1 = eSe,, (10) 


可 见 ,， 和 是 人 的 一 个 特征 值 程 属于 的 一 个 特征 向 量 , 
8.4 定理 对称 仿 射 量 仿 物 属 于 不 同 特 征 值 的 特征 于 空间 相 
互 正 变 : : 
i A) La ). (11) 

证 明 设 Se 一 ie， See’ 一 1'e’, 中 e'Se — ige'’, €@Se'— 
We8e'， 考 虚 到 S 的 对 称 性 ,由 后 两 式 有 

(A 1 Jeer 一 0 
由 假 没 4 光 ， 我 们 有 . 
: ge’ — 0, VeeEo ta); ee EV, : (12) 

8.5 定理 ”对称 仿 射 量 3 有 一 组 标准 正 交 特征 向 量 {fe}.。 这 
些 转 征 向 量 分 别 属于 特征 子 空 间 Ya … + (i,)， 若 记 右 二 
dim ?fx £1 : - 


IO BOY), Dh (13) 


nm 


HA) 一 《2 RCO (14) 

证 明 由 定理 8.3, 含有 特征 值 和 和 所属 的 单位 特征 向 量 e. 

由 @ 张 成 的 于 空间 的 正 交 补 
一 {vv le} 

是 一 个 子 空间 。 把 仿 的 作用 限制 于 ,及 可 得 属于 和 (不 一 
定 关 41) 的 单位 特征 向 量 e， 满足 e;: 上 e:。 将 这 过 程 对 "一 {v| 
va ey) Y= {vlv er， eay e}- .进行 下 去 ， 我 们 最 终 得 到 
# 个 相互 正 交 的 单位 向 最 {8;}。 属 车 一 个 特征 值 4; 的 全 体 单位 
特征 向 量 ( 相 互 还 交 , 右 个 ) 张 成 (41)， 由 于 任意 EY 可 由 
{er} 线性 宸 出, 而且 CUD (4) 一 {eo},，i 关 1， 玻 有 (137- 
[13 六 是 显然 的 。 任 何 2 人 2 ) 是 3- 不 变 的 , 即 


Sy = MV, VDE FIN), (15) 
因此 限制 在 (C40) 的 及 的 特征 多 项 式 为 i 
fA) = Ai CO— AK (C16) 


其 根据 是 ,我 们 有 下 述 关 系 式 (i 二 1,……-,+r) . 
(一 40 六 (LS 一 4Dn.) 一 天 (te 入 i 
| Vw,, “ys Wa € FN), {17) 
将 这 ?个 公式 进行 外 积 , 和 (5.2) 比较 ,就 得 (14). 口 
可 邢 ， 特 征 方程 的 根 的 重 数 等 于 属于 该 很 的 特征 子 空 间 的 维 
数 。 
8.6 定理 ” 仿 射 量 今 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 它 有 谱 窗 示 
号 一 2 vee,, C18) 
其 中 {er} 是 标准 正 交 基 . 
证 明 设 33 为 对 称 。 及 定理 8.5 证 明 中 得 到 的 标准 正 交 特征 
向 景 组 作为 {eij， 则 有 表示 式 5S 一 Si8@8i。 按 分 量 的 定义 ,并 
考虑 到 Se; 一 4e;: (对 i 不 求 和 ), 有 
hes 一 汕 
Si 下) 一 BiSei = Lee 一 | 站 
0 了 计 
代 回 表示 式 就 有 《18) .友之 ,如 果 优 射 量 号 有 表示 式 ， 则 显然 满足 


| 


S= Sr， 口 ] 
“ 谱 表 示 (98) 中 前 可 能 有 相同 着， 在 基 {e' 下 ,总 的 分 量 
矩阵 是 对 角 隆 : 

[Si] = diag Chseees Myonrs Migrens hry ors he) (19) 
把 (19) 代入 (5.12)， 就 得 . 

8.7 推论 ”对称 仿 射 量 全 的» 个 主 不 变量 的 主 值 表示 是 

SY= Bd = 1 (20) 


上 
特别 地 ， 
TD -oi OO (21) 


t=1 
这 里 考虑 到 
Sm BY gi ei, 
Ll 
之 ， >) SBnGS8 SP * Sir, 


1 


es >3 sgnaSodoD .So0D 


和 


一 > S55iw,《 在 主 标准 正 交 基 下 ). 


Ee 交 rc 有 


由 C21); 可 知 , 正则 对 称 仿 射 量 的 主人 均 不 等 于 零 。 和 根据 定义 8.I 
和 谱 表 示 (18) 又 有 ,正定 对 称 仿 射 量 的 主 值 均 大 于 零 , 因为 为 就 
基 s 在 方向 的 盐分 量 ， 由 此 及 《20) 式 可 得 结论 ， 正 定 仿 射 量 
的 主 不 变量 均 大 于 零 ， 在 正定 对 称 仿 射 量 作 用 下 ,整个 空间 六 沿 
各 特征 方向 裤 均 扫地 拉 长 等 于 相应 主 值 的 傍 数 ， 故 有 时 称 这 种 优 
射 量 是 锅 变 形 仿 射 量 ， 容 易 验 证 ,对 任意 非 负 整数 p, 我 们 有 


Sr — > Wee, (22) 

特别 地 ， 一 了 推广 (22)， 可 以 定 必 号 的 某 类 型 的 仿 射 量 盖 
数 : 若 F(1) 在 实数 域 里 有 意义 , 则 可 定 习 

FS): = Ftii)jee,. . {23) 


bk | 


四 


例如 ， 对 非 负 主 值 的 允 称 伪 射 量 可 以 开 方 


Ss? 一 > Libere, vpeZt, {24) 

约定 18 取 非 负 实 根 ， 而 对 正定 的 仿 ， 还 可 以 求 对 数 
lInS~= > ln Me; Oe, (25) 
这 些 只 是 各 向 同 ' 性 张 最 函 妆 的 竺 殊 情 形 ， 对 于 一 般 张 量 函数 ， 将 


在 下 一 章 论 及 ， 
8.8 定理 正则 对 称 仿 射 量 上 的 首 S 亦 对 称 。 若 $ 有 谱 表 
示 (18)， 则 $ 有 谱 表 示 
一 3 2170ei。 . 《267 


了 一 1 


证 明 只 要 应 用 (4.12) 于 .8S-， 并 考虑 号 的 对 称 性 ， 即 得 
(一 (3 一 号 
设 如 是 沪 的 特征 值 ，e; 是 所 属 的 单位 特征 向 量 : 
Se 一 le 一 1 zs 对头 不 求 和 ) 

将 写 :作用 于 上 式 ， 得 和 全 一 和 rei， 可 见 ， 1 是 对 称 仿 射 县 
S 的 特征 值 ，e 是 所 属 特 征 向 明 ， 应 用 定理 8.6 于 S++， 就 得 
(26). 

8.9 定义 ”满足 条 件 trs 一 0 的 对 称 伪 射 量 S 称 为 偏 量 ; 可 
表达 为 S$ 一 +41 (4€ BR) 的 S 称 为 球 仿 射 重 ， 口 

对 于 4 > 4， 丰 可 能 求 得 特征 方程 的 根 的 封 所 表达 式 。 

例 ” 求 三 维 空 间 对 称 仿 射 量 8 的 兰 个 特征 值 的 表达 式 ， 

解 ” 计 算 $ 的 三 个 主 不 变节, 列 特 征 方程 


11 一 TI 十 1 一 II[ 一 0, (27) 
为 了 消去 二 次 项 ， 进 行 换 苞 
X74 一 x 十 > (28) 
得 


* 外 出 二 


其 中 
1 
1 2 站 ll 
4 31n 一 331 JI de 人 桨 3 n. 
既然 已 类 (29) 的 三 个 根 都 是 实 根 , 则 其 浏 列 式 


之 “\ 
于 是 可 令 
pel1, 
上 | 
这 时 


(全 


根据 Cardano 公式 ,可 得 (29) 的 三 个 根 : 


xi 一 2 sn 人 (9 + =), 
邓 急 
[J - 
一 一 一 Sn» 
3 
2e ( =) 
和 一 一 sinlop 一 一 小 
3 3 
其 中 
1 3AA3 7 x x 
P= ucsin 7 一 百科 9 拉 辣 


2 一 2 sn( 十 各) 十 二 1 
和 3 3 
已 一 -人 sinp 土 二 了 
3 
下 之 1 
La 一 ?sa 人 一 至) 十 二 1 
” 3 了 3 3 


， 91 。 


根据 《30) 式 的 中 的 变化 范围 ,可 知 4 宇 1 全 为 . 

8.10 定理 ”车 张 量 仿 和 本 可 交换 , 即 ST 一 了 S， 则 了 了 尿 尘 
仿 的 每 个 特征 空间 (4) 不 变 ， 

eEXA) = Tec (). 

友之 ,车工 保持 对 称 张 量 的 每 个 特征 空间 不 变 , 则 人 S 和 工 可 交 
换 ， 

证 明 设 SS 一 7TS， 则 Ye (4) 有 

S(Te) = TlSe) = 1(Te) € (CY)., 

为 了 证 明定 瑾 的 第 二 部 分 ， 任 取 EY ， 则 由 定理 8.5 有 v= 


> Mr， 本 和 区 人) 于 是 


办 了 一 ST (> 0) 一 三 bp (Te,) = > ;了 Di 


一 7 (> nw; ) 一 了 sw) = Ts (> v ) 
一 TSv. 
由 0 的 任意 性 ,得 ST 一 TS. 


$9 反 称 仿 射 量 
1 定义 ” 仿 射 最 站 称 为 反 称 的 、 如 果 
证 一 一 Ar 即 太一 一 人 或 全 一 一 4 (1) 
9.2 定理 ”对 于 反 称 仿 射 卫 站， 任何 ae 97 的 象 Au 和 uA 
均 与 # 正 交 。 
证 明 ”利用 (1.15) 和 第 开 章 的 定理 6.6, 我 们 有 


uC An) = (uA)u = uAn = Alfu, uu) — 0, 
即 Au, uA | u,vaey’.. 
9.3 推论 ” 反 称 仿 射 量 点 内 有 一 个 特征 值 1 一 0. 
证 明 设 2 是 及 的 特征 值 , as 关 o 是 上 属于 1 的 右 特征 向 
量 : Au 一 iu， 根据 定理 3.2， 


- 2. 


0 aAu) = iad —>1 = 0. [0 
显然 ， 反 称 仿 射 量 的 全 体 构 成 二 阶 张 革 空间 也) 的 子 空间 ， 
记 作 Skw.， 
9.4 定理 对 于 反 称 仿 射 量 入， 
tr 总 一 4， det 是 一 (一 1 det A. {2) 
证 明 ”考虑 到 Au 一 wwA* 一 一 # 态 ,由 


[ 己 mA ACAnDA Am 9CeN…Aoo) 


t=1 


det [#10;] 


mA NmA)A- Na | Oo A Nw,) 


der [到 区 
一 一 此 及 ， 


det 岂 一 det [CAui)o] der[ —(Av;)a:] 
det [uv] det [ow;] 
(1) det [CAvOu] 


det [et 


即 得 (2).。 癌 
三 维 空间 是 特殊 的 ,表现 于 定义 有 丸 蔽 ,并 且 在 在 其 种 情 
况 下 其 有 小 转动 的 几何 普 关 。 利用 # 一 3 时 ， 水 水 一 计 ， 定 义 
闪 的 反 偶 (和 对 候 差 一 符号 )-; 
wo 一 一 和 一 一 二 后 几 ， 六 一 一 米 身 一 一 上 oo， (3) 
对 任意 u€ YY， 
Au = (Eo = E(w) 一 €: (wn) 
一 到 ECoG@a 一 sw) 一 广 €:(whu) 
= *{wmN) =—=w xX, 【4 
现在 在 仿 射 量 【十 上 下 ,uu 的 象 的 长 度 的 平方 : 
PE 中 


[Cf A = aw xX uF=wri [ua] 
十 [wau] + (wx 下 = w+ (WWwar 


一 和 [1 十 ew — (wn)), (5) 
其 中 RR 王 wjlvj, iwn| 志 |w|, 荐 | 福 1， 则 
1 十 AA)al=|a|., (6) 


在 这 条 件 下 ,ww 和 它 的 象 有 几乎 相近 的 上 长度， 因此 了 十 全 实现 小 

转动 .名 称 为 小 转动 向 量 ，|w| 为 转角 《图 1). 

关于 对 称 和 反 称 仿 射 量 ， 有 
9.5 命题 设 R,TeLin; Se Sym; AESkw， 则 


{i S:T = S:T* = S$: oT, (7) 
fi A:TS=—A:T*= A:.wy T, (8) 
Gii) S:A—0, (93 
(iv “YYRR， 民 :了 一 性 一 > 了 了 一口 ， 【103 
{ VS、 一 0 一 人 了 ESkw， 《117 
(vi) “VA, A:T = 0”—> TE Sym, C12) 


证 明 ”证明 (3) 和 (ii) 用 到 (5.16)， 
人 和) S:T = SS:T = (SST) = tr{TS) 一 了 一 人 :了 
(i) A:T = —A*:T=o tAT}= ~—u(TA) 


+ 94 9 


TT 
ii) 利用 结果 (让 和 态 e Skw， 有 
S:A—S:AT——S:A, 
(iv) 0 = RR:T 一 RiT#， 由 妥 的 任意 性， 可 逐次 选取 只 有 
一 个 分 量 不 为 零 的 总 ， 从 而 了 的 各 分 量 必须 为 零 。 
(vy) 利用 6， 有 3:22 了 一 0， 类 似 于 (iv) 的 讨论 给 出 
TT—O, RT ,ey TE Skw. 
(vi) 间 理 月 :rT 一 0， 从 而 wT 一 OO， 盎 了 -= 
TE Sym, 


$10 正 交 仿 射 最 


10.1 定义 ” 念 射 量 @ 称 为 正 交 的 ,如 果 它 保 内 积 : 
[a (C1) 
10.2 定理 ”对 于 仿 射 量 &， 下 列 命题 等 价 : 
(i) 忆 是 正 交 的 。 
(ii) 人 人保 长 度 ， | 
(Qua| = ful, Vue . (2) 
{证 ) 车 {6@;} 是 标准 正 交 基 , 则 {Qej;} 也 是 。 
(iv) Q*+Q 一 J 即 040, 一 5 (在 标准 正 交 基 下 ). (3) 
证 明 先 证 (i) 和 (ii) 等 价 。 在 (1) ,到 vz 一 ,开平 方 , 见 得 
(2)， 将 (2) 写成 
(Qa Qa) 一 un, (4) 
以 寺 5 代 替 wm， 并 利用 (4)， 又 得 {1). 
更 证 人) 和 {ii) 等 价 ， 设 lei 是 标准 正 交 基 : 


ee, 一 人 《57 
由 妨 的 正 交 住 定义 (1)， 得 {Qe,} 的 标准 正 交尾 ， 
| (Qe) (Qe) 一 erei 一 8， (6) 


反之 ,车 全 洲 足 《6)， 则 对 任意 一 Hei 有 一 的 加 i 3 有 
Lo = wl We) (Qe) = uiv ee; 一 uv, 


3 


此 中 (1)， 
最 后 证 G) 和 (iv) 等 价 。 将 (1) 写成 aQ*Qv 一 上 ap， 由 关 
和 和 vw 的 任意 性 , 得 (3}。 反之 ,YH,vV， 利 月 (3), 又 得 uv 一 
ur 一 (QaltGo)， 此 即 {1)， 
19.3 定理 ” 正 交 仿 射 量 @ 的 行列 式 det 人 一 土 1, 因而 忆 
十 正则 的 ,存在 逆 , 且 


Q"*—@". : (07) 
证 明 阁 QQ 是 正 刘 的 , 则 由 (3) 及 逆 的 唯 -性 , 即 得 (7)。 问 
题 归结 为 要 证 


(dcQ el (8) 
设 {ui} 和 {vi} 是 两 个 线性 无 关 向 野 组 ， 对 @ 两 次 应 用 定理 3.1， 
并 分 别 丽 过 进行 外 全 点 积 ,得 


区 Ga)A 人 人 GaoICQoDA 人 (Go 
一 (detQ AA) Oo A Mv,), 
如 
det[(C Qe) ( Qo)] — (detQP de [ aw]. C9) 
考虑 到 定义 10.1 和 det [eiv;] 送 0， 即 得 (8)。 口 
利用 (3.417)， 又 得 | 
10.4 定理 ” 正 交 念 射 量 的 全 体 构成 群 , 称 为 一 般 正 交 群 , 记 作 
Orth， 行列 式 等 于 十 1 的 称 为 第 一 类 正 交 仿 射 量 ， 它 们 的 全 体 构 
成 Orth 的 子 群 ， 称 为 特殊 正 变 群 ， 记 作 Orth+， 而 行列 式 等 于 
一 1 的 称 为 第 二 类, 记 作 Qrth 
10.5 定理 ” 正 交 仿 射 量 他 有 放 质 ; 


(DG 一 了 . C10) 
Gy (uO oO 一 uo, Va, v€ %, (Il 


Ci) [uaQ| = ia|, vae 3 ， | (12) 

(iv) 若 {e;} 是 标准 正 交 基 , 则 {8;Q} 也 是 ， . 

证 明 将 (7) 应 用 于 QQ 一 上 得 (10)。 将 (10) 应 用 于 
任意 和 vw 的 内 积 ， 得 tv 一 a 一 uQQ*v 一 (uQ)(vQ), 此 
即 《1i。 类似 于 定理 t0.2， 用 《〔《11J 即 可 证 《者 ) 和 (iv)。 口 


时 9 * 


定理 10.5 的 四 个 性 质 是 四 个 等 价 的 命题 ,通过 定理 10.3 作 桥 
梁 和 定理 10.2 的 四 个 等 价 命题 根 对 应 。 差别 在 于 者 作用 和 左 作 
用 .这 八 个 性 质 中 的 任 一 个 都 可 作为 正 交 仿 射 量 的 定义 ， 

10.6 推论 ” 正 交 仿 射 是 @@ 的 道 〔( 即 转 置 ) Qi”! 一 Q* 也 是 正 
次 优 射 量 , 

证 明 只 需 将 《Q@*)* 一 代 人 (10)， 即 得 

(Q*)*Q* 一 了 上 (13) 

根据 (3)，@” 是 正 交 仿 射 量 ， 

10.7 定理 ” 正 交 优 射 量 @ 的 属于 同一 特征 值 1 的 左 、 右 特征 


子 空间 相同 , 记 作 (4)， 
证 明 设 包 有 特征 信 4 及 所 属 的 右 特征 向 量 ”: 
OQr = ir, BI rOQ* 一 1r, {14) 
则 下 玫 CQrjCQr) 一 天 六 从 而 
一 -+ {15Y 
将 4Q* 右 作 用 于 (14) 两 边 , 考 感 到 (3) 和 (15), 得 
QQ"r = 1r, BH 了 人 一 4r， 《167 


最 后 一 式 正 说 明 ”也 是 他 属于 4 的 去 特征 向 量 。 口 

从 【15) 和 (14)，(16)， 分 别 叉 得 

10.8 推论 ”如 果 正 交 仿 射 量 Q@ 有 特征 值 ， 则 只 能 是 十 1 或 
一 1 

10.9 推论 马 和 人 @* 有 相同 的 特征 信和 特征 子 空间 . 

10.10 定理 ” 当 ” 为 奇数 时 ， 第 一 类 正 交 仿 射 量 Q@ 有 且 只 有 
一 个 特征 值 1 一 1. 

证 明 利用 (6.3), 和 0) 一 1 一 det 久 一 十 1 得 多 项 式 
1t4) 在 正 半 轴 有 零点 。 根 据 推 论 10.8， 进 一 步 得 定理 的 结论 . 

10.11 定理 ”和 设 子 空间 C9 是 他- 不 变 的 , 则 + 也 是 
-不 变 的 ， 

证 明 是 QQ- 不 变 的 , 即 ut WY 一 Que WW ， 设 
dim 一 吉 ， 取 的 项 gm} 的 正则 性 使 1Qg， 
ge 亦 可 作 %Y’ 的 基 ， 任 何 v& Wr” 在 它 上 分 解 


= 7 » 


so FQe) ~ (Ds) ~ ou 


这 里 ut 3 故 任 何 6 Wr 是 某 wnE%W 的 象 ;, 即 加 一 
ut WY ， 因而 浓 ” 也 是 全 -不 蛮 的 。 今 苦 虑 任意 在 E 5 和 
weEW i= {weEY wv vo ww}, WolQw) = = 
1。、 故 QwE B+， 好 史上 是 全 -不 次 的 ， 

10.12 定理 当 3%” 是 定向 平面 (好 5» 一 2) 时 , 正 交 优 射 量 思 
实现 2 狗 整 体 转动 Cdet Q 一 十 门 或 反射 (det 人 Q 一 一 1)， 

证 明 当 w = 二 2 时 , f{7) 是 二 次 和 多项式, 它 没有 实 根 。 或 有 
两 个 卖 根 。 对 前 一 情形 ， 不 存在 特征 方向 。 天 二 加 一 入 十 
det 久 的 判别 式 A 二 一 4det 四 二 4 根据 定理 10.3, dat @ 
只 可 能 等 于 十 1， 人 是 第 一 类 正 交 仿 射 量 。 保 内 积 等 价 于 保 夹 和 朋 : 
< 有] 一 人 (Qa, QD0)，Ya,vE YY。 飞 此 ，Qv 相对 Qa 的 位 
置 有 两 个 可 能 性 。 但 只 能 取 {a, Qa} 和 {5v, Qv} 定向 相同 的 可 
能 性 。 若 不 然 ， 则 v 和 Qv 岁 司 在 三 和 Qe 的 一 个 痰 和 衣 之 闻 ， 如 
果 连 绪 地 变动 w 至 该 炎 骨 的 等 分 衣 线 ， 则 保 来 衣 注 质 使 Qe 也 变 
动 至 该 等 分 角 线 而 与 v 重合 。 这 将 味 着 该 等 分 衣 线 是 特征 方向 而 
与 本 情形 了 矛盾， 这 样 ， 纺 使 每 个 向 量 洛 根 同 方向 转 过 8 和 角 ( 沿 正 
定向 为 正 ), 即 将 "整体 地 转 过 8 角 。 在 任意 标准 正 交 直上 4@,, ea} 


下 ， 
Qe, 一 人 ie， 
Qe = Ou8 十 One = cosbe 十 sinde,, 
人 Ge: = Ove Oe: 一 — sinte 十 cosbe,, 
孔 有 表示 式 及 分 量 和 矩阵 如 下 ; 
人 一 cosgei 多 el 一 sindedest sin ge 区 上 
+ coseea 必 eei， (17) 
cos@ — sing 
| ， |， 0< | < {18) 
sing Cos 


转角 6 唯一 地 确定 [8;] 和 尼 下 面 将 看 到 ， 急 也 唯一 地 确定 9. 
设 处 和 饭 分 别 是 第 一 类 严 变 仿 射 量 你 和 他 的 转角 ， 则 由 定 理 


下 好 及 二 


U4 《es 也 是 第 一 类 正 交 仿 射 量 ,机 贱 


QQ 一 [| 


sin 9 cos0 t sin ros 


[ (8 十 Bi) 一 sinfe 十 | 
= 于 
sin(G + 8,) cos [号 十 0,) 


和 
量 , 则 PQ 的 转角 就 是 9 一 了。 从 《18) 易 


coz9 一 二 rrQ， sinP 一 cos(0 一世) 一 (PQ). (19) 


上 两 式 唯一 地 确定 转角 0 之 181 之 

情形 “(2) 有 两 个 实 根 * 又 分 为 两 神情 况 : 

(i) 特征 值 司 时 为 十 1 或 一 1。 妃 分 别 是 7 或 一 六 det QQ 
十 1。 可 以 认为 是 转动 的 极限 情形 6 一 0 和 8 ->x 而 合并 到 整体 
转动 ， 这 时 (18) 和 (19) 对 一 x 二 8 所 x 有 效 ， 

(ii) 特征 值 分 别 是 十 1 各 一 1。 根 据 定理 10.11， 对 应 的 两 特 
征 向 车 ea 和 二 相互 正 交 ， 这 时 2) 二 一 1 det 0 一 一 1, @ 
属 第 二 类 正 交 伪 射 量 ， 流 上 述 单 位 特征 高 量 为 基 时 ， 包 的 分 曙光 
阵 是 


oa | 


任何 二 me 十 pa 的 象 是 Qo 一 me 一 mes。 人 实现 关 
于 季 方 向 的 反射 ， 相 当 于 将 平面 区 侥 巴 轴 在 三 维 空间 里 转 过 
x 角 。 口 

现在 讨论 ” 维 的 一 般 情 形 ， 

10.13 定理 ”对 于 +# 维 定向 内 积 空间 的 正 交 仿 射 量 多 ,存在 
标准 正 交 基 te ， 使 @@ 的 分 量 矩 阵 具 有 上 典 则 形式 


[90;] 一 0 ， (20) 


一 了 


其 中 
| 


了 
(21) 
5 和 7 分别 是 * 和 + 阶 的 单位 咱 , 满 足 2r 十 :十 1 一 4 
证 明 @ 的 特征 导 只 可 能 是 七 1 或 一 1!。 记 相应 的 特征 子 空 
间 为 i 三 (C41) 和 二 9 一 1)， 设 dm 一 s， 
dim go -一 上， 下面 证 ZL- ， 事 实 上 上 ， 对 任 章 E94， 
ES _， 有 Qu— a, 人 0 一 一 Dam 一 (人 of 一 Go) 一 一 su， 
从 而 ap 一 0。 显然 1 外 是 但 -不 变 的 。 根据 定理 10.11， 
二 中 YY) 也 是 昌 - 不 变 的 ,但 它 已 不 包 合 @ 的 任何 竺 
征 向 量 ， 今 考虑 限制 于 ol 的 对 称 仿 射 量 


S++ -QR+O,, | {22) 
根据 定理 8.3，Siy 有 特征 什 和 对 应 的 特征 向 量 e。 于 是 
(Ce 十 人 一 1e， 
将 @ 作 用 上 式 一 次 , 得 
Qe = iQe— a, : {23 


在 无 特征 方向 ,因而 Qe 和 e 线 性 无 关 , 张 成 一 个 二 维 子 空 
间 gm 一 sz 由 于 

QoQe + Pe) — ae+h Qe = (ot + Pte — oet %',, 
Yo, PE 及 ， 史 是 他- 不 变 的 ， 因 为 限制 在 ,上 的 人 没有 特征 
方向 ,根据 定理 10.12， 刀 |w, 实现 3 的 整体 转动 。 进一步, 关于 
3 , 找 出 游记， 及 可 考虑 (22) 的 人 5 在 让 的 限制 而 得 到 -不 
普 的 二 维 子 空间 CY，Q@1y, 实现 3 的 整体 转动 。 这 样 
继续 做 下 去 ， 直 到 +_, or, 是 二 维 的 [不 可 能 是 一 维 的 ， 为 
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什么 2 )] 而 穷尽 区。 于 是 我 们 有 
= WD DD DY.. (24) 

Bly, 实现 Yi 的 转动 . 分 别 在 上 述 各 相互 正 交 的 四 -不 变 子 空间 
了 皮 相应 维 数 的 标准 止 交 基 ， 按 (24) 的 顺序 组 成 多 的 标准 正 交 基 
ie:}。 竹 这 个 基 下 ， 对 每 个 (i 一 1,.…,r) 分 别 应 用 定理 
10.12 的 证 明 中 的 (183 式 就 得 (20), 

10.14 定理 3 维 定向 内 积 空间 芝 的 正 交 伪 射 星 好 实现 2 
的 有 限 转 动 (detQ = 十 1) 或 转动 带 镜 面 反射 (detQ@ 一 一 1). 存 
在 标准 正 交 基 {e:} ,使 乌 的 分 有 量 和 矩阵 为 


cos 吕 —sing 0 
{0Q;] = | sing cos0 0 


» xx, (25) 


0 0 -I 
其 中 . 
e050 — 坟 (1(Q) 一 5， sin0 一 (PQ 一 ID)， {26) 
到 的 分 证 矩 阵 为 
0 1 0 
[LP] 一 区 oa 01|, (27) 
0 0 1 


它 实现 Y 绕 避 的 转轴 转 过 二 角 。 


证 明 f(4) 至 少 有 一 个 实 根 za， 如 果 加 是 唯一 的 实 根 , 出 应 
用 定理 10.13， 在 人 属于 为 的 标准 正 交 基 {ei} 下 ,我 们 有 


Co0s 昌 一 Sing 0 
[09;] -| Cos 3, (28) 
个 0 3 
和 特征 多 项 式 (5.26)， 
4) = (WO— 2c0s0 + (C4 Oo— ha), {29) 
由 由 即 得 
1 一 II 一 det 人 | (30) 


[ 


及 {25)， 但 对 0 天 191 < xz。 考虑 到 (25) 和 (27)， 以 及 
sn cosd 0 
[PaQi] 一 | sng 0 | 
0 0 Hl 
就 得 (26). 
(4) 有 三 个 实 根 的 情形 又 分 为 : 
(i) 4 一 十 1 或 一 1( 三 重 )。 相应 地 好 一 了 或 一 f， 可 看 作 
是 人 25) 当 II 一 1， 0 一 0 或 开 = 一 一 !1,， 9 一 x 的 极限 情形 , 
《ii 和 2 一 二 1， 入 一 一 1 这 于 @|»y， = 41»,, 市 Qly_ 实 
现 沿 @ 方向 的 反射 。 总 起 来 ， 人 起 实 现 2 关于 re 平面 的 镜面 


反射 ， 我 们 有 
1 
oo-| 1 | 
一 工 


可 看 作 是 (25) 当 IE 一 一 1, 6 一 0 的 极限 情形 ， 
(2 一 一 1 ;一 十 lI， 多 实现 沪 绕 @ 转 动 x， 我 们 有 


一 二 
一 1 ， 
1 


可 看 作 是 (25) 当 II 一 1 8 一 x 的 极 眼 和 情形。 
总 结 起 来 , 公式 (25) 和 包括 了 一 切 情 形 ,， 8 的 取 值 范围 是 一 x 之 
如 过 


10.13 定型 ”任何 三 维 正 交 仿 射 量 区 有 向 量 表示 


[器 ™ 


Q= cosb 十 (IIH cost)r Or — sinDEy， (31) 
其 中 日 由 (26) 式 给 出 ,而 
一 一 
r pt De |B| < C32) 


是 属于 特征 信 4 一 II 的 单位 特征 向 景 。 称 为 @ 所 实现 的 有 限 炬 
动 的 轴 向 量 . 当 8 一 0,x 时 ， 马 退化 为 对 称 优 射 量 ，r 无 需 给 
出 或 需 单独 给 出 。 
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证 明 记 乌 的 属于 和 一 IE 的 单位 特 入 向 证 为 r=@。 性 
何 we %Y” 可 分 解 为 平行 于 和 和 恰 直 于 > 的 两 部 分 : 


王 一 到 | 十 下 1 (33) 
其 中 

uO (Curr = (rr)a, (34) 
uu = uu — rr. (35) 

考虑 到 
Qa < 一 [TI , (36) 
Qu 一 costu, + sinOr X tlspan{a}) -不 变 )，(37} 

我 们 有 


Qu = ifr ru cost — rr sndr xu 
一 [ecos8j 十 【III -一 cosd)rr 一 sinbcr]a 
外 闫 的 任意 性 ,上 和 式 给 出 (31)。 只 要 考虑 到 
€:€ 一 【eeiiE 的 本 多 eerrer 人 ee 
一 erkernle er )( ee )erco ee 一 etme e 
— 26nerDe, ~ 24, (38) 
用 € 双 点 乘 {31}， 就 得 (32). 
10.16 定理 ”任何 三 维 正 次 仿 射 量 包 有 肥 称 张 量 表示 


Q= I+ sindL 十 (II 一 cos 天 【39 ) 
其 中 
L-Q—Q, 0<i8 <n, (40) 
2 sing 


9 由 (26) 式 给 出 . 
证 明 引进 负 向 量 ? 的 反 偶 : 
L:—=—Er, r= 一 了 所 :时 ， 《411 


并 禾 虑 汪 ] 
:一 FEEr 一 了 四 r i, (42) 
从 (31) 就 可 得 出 (39)，(40) 可 直接 用 (39) 签证 ， 
10.17 定理 ”对 # 维 内 积 空间 实 7 的 任何 两 个 满足 条 件 (x 可 


Fr 


为 任意 正 整 数 ) 
Wt = OW to, (43) 
的 癌 盟 组 {zn ， "“** xr} 和 《may VU,}, 存在 正 交 仿 射 量 2, 使 
得 
vi— oa, ?=1, +, r, {44) 
如 果 p= dim(span{a » >» 下) 一 六? 则 人 是 唯 一 的 ， 

证 明 ”我 们 进行 构造 性 证 时。 显然 < 生 #, 疡 扫 *， 通 过 油 
整 向 景 的 编号 ,可 以 使 得 span fa up} 一 3pan {ty + 
以 而 有 9 

det [uut;] pxp 天 0 (45) 
村 
p 
ui DD) ps f= p+ (46) 


k= 
注意 到 (43) 和 (45), 子 集 {i Dp} 守 {而 ,'…*s Vrj 也 是 线性 
无 关 的 ， 因 此 ，dim (span {D1 :op}) 一 了 并 且 
证 
本 一 人 | 只 册 一 户 二 1。 3 (47) 


大 一 1 
分 别 记 三 和 如 司 生 划 点 狐 (46) 和 (47)， 并 考虑 到 【437 我 们 
有 


妨 名 户 
DY um — wi v0 2) oO; — 2) of a 
R= 1 中 三 1 臣 二 计 
从 和 和 
p 
2 Cat) le — Hi) = 0. 
二 1 


条 件 (45) 合 得 中 一 pp， Kip i 二 P 寺 1 于 
是 


pm 
1》 将 《11.2.3) 的 左 式 点 笋 以 wys i 一 1>…， ps 得 齐 次 方程 组 DD 《uui)ai 一 10， 


一 1; …sp， 臣 (45) 就 是 该 方程 组 只 有 平凡 和 解 ， 即 {ws …。ap} 为 线性 无 半 
组 ;的 充 要 第 性， 。 


人 


wD pow et +。 (48) 


把 线性 无 关 组 {rn * ,wp} 看 成 span{ ti。 “ st} 的 协 变 基 ; 求 
其 对 侦 基 {or',-……， co 满足 


un 一 中 一 1 (49) 
在 Cspan {三 ,村 pj)+ 和 (span {本 -Vp1)+ 各 取 标 正 基 : 
{eptri, ~ -» er}, {fpris 0 (50) 
我 们 断言 ， 下 面 定 义 的 仿 射 量 
人 一 > 于 多 十 3 fer (51) 
img+1 


满足 (44)， 并 且 是 正 交 的 ， 事实 上 ， Vi 二 p， 我们 有 
六 
- 袜 CoeoDm+ (pgejuw 一 3 ofv, ~ vi, 


7 =p+t+! 


而 Vi 之 p， 利用 《45) 和 (48), 则 有 
Qu = > (Cv) > 一 > Ki, = Ui, 
对 于 忆 的 正 灾 性 ,只 要 验证 条 件 (3), 
地 他 一 (2 uD; 十 b> ef ) 


r=t+ 1 


。 (> Vu 十 bp fi@e;) 


T=.1 j=p+1 


一 立 Cua ja 十 >) el 


i jt i=p+1 


一 > OW 十 bp eer = 


i =prt1 


由 于 标准 正 交 茶 (50) 是 任意 选取 的 ,从 纺 的 表达 式 《51) 可 以 看 
到 ,除了 情形 z 一 *， 人 2 并 不 唯一 ， 


$ 11 仿 射 量 的 主 向 


11.1 定 尽 ”对 于 仿 射 量 了 , 如 果 正 交 向 量 组 {qs 的 象 {Tai} 
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也 是 主 交 组 , 则 {us} 所 代表 的 方向 称 为 四 的 主 向 (这 是 在 右 点 乘 
意义 下 定义 的 当然 也 可 以 在 左 点 冬 意 余下 定义 ), 

11.2 定理 ”任何 优 射 明志 有 主 向 . 

证 明 考虑 术 称 仿 射 时 5 一 7 了， 根据 定 地 8.5，S 有 一 组 
构成 标准 正 交 基 的 特征 向 最 组 {ey} 满足 

Sei 一 ie: 《不 求 和 )。 (1) 
{er} 就 是 的 主 向 , 因 Yi 二 
(Te)(Te) 一 er 了 el ~ eSe, 一 Jieiei =— 口 

显然 ， 有 如 下 推论 ; 

了 .3 推论 ”对 称 仿 射 其 S 的 特征 方向 同时 是 主 疝 ， 


$12 仿 射 量 的 分 解 


12.1 定理 (加 法 分 解 ) 任何 优 射 量 了 可 唯一 地 分 解 为 对 称 


和 反 称 部 分 之 和 ; 
T=5S+ A, (1) 
其 中 
3: 一 9T -T+T), $= Tun 2) 
4: 一 -erT 一 过 (了 一 4 一 了 0 (3) 


证 明 ”只 基 证 上 唯一 性 ， 设 另 有 一 个 分 解 了 一 汪 十 起 ， 则 和 


《1 比较 , 得 
S—S=A—A. (4) 


将 (4) 式 对 称 化 
SS— SS)— (A'— A), 


得 
SS-T(A -A+A4"—A")-0. 
从 而 8 一 S。 代 回 (4)， 又 得 44' 一 4， 唯一 性 得 证 ， 
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12.2 定理 ”任何 对 称 仿 射 量 5 可 唯一 地 分 解 为 含量 和 球 基 
部 分 之 和 ; . 


S~-D+kK, (5) 

其 中 
K— (8), (6) 
D=-5~2 rs (7) 


证 明 (6) 式 的 下 显然 是 球 量 ( 参 阅 定 义 8.9)。 (7) 式 的 二 
是 俩 莉 也 最 验证 ,六 tf 一 a 和 
trD 一 crS .一 二 (rerh = 0, 


为 了 证 唯一 性 , 设 男 有 一 个 分 解 3 一 D' 二 天， 和 (5) 比较 ,有 
下 ”一 区 一 下 一 六 
取 上 式 的 迹 , 并 考虑 到 DD 一 tr D' 一 0, 得 
tr RK’ = tr K, {8} 
根据 定义 8.9， 两 球 量 可 表示 为 起 二 x# 和 区 一 xf (8) 式 导 
致 x 一 x， 从 而 尺 ' 一 尺 ， 进 而 有 D' 一 已， 
12.3 引 理 《平方根 定理 ) 设 3 是 正定 对 称 张 量 , 则 存在 唯 -- 
的 正定 对 称 张 量 要 ,使 得 一 人 记 U 为 VS, 


证 明 ( 存 存 性 ) 设 Se Pyym 有 谱 表 示 3 一 之 ， 415 eda, 


i 祈 0 定义 UePsym 为 好 一 > VN ee 它 注 足 瑟 一 
s ey 

(唯一 性 ) 设 如，VE Psym 均 满 尼 全 一 让 一 仿 ， 设 e 是 号 对 应 
于 特征 值 4 的 特征 向 里 。 则 - 

o= ~ iDe=(U+V DU De, 
记 身 一 (U0 一 MT De， 则 上 式 变 成 Ua 一 一 VX， 若 9。 
则 一 V4 < 一 0 是 如 的 特征 值 ,这 与 Ue Psym 矛盾 。 因此, 
* 07* 


只 能 是 零 向 量 , 即 得 Ue 一 VY 1e，。 同 理 , 可 得 Ve = Ve 于 
是 ,对 上 的 任意 特征 向 量 e， 有 (UU 一 Ve 一 6, 从 而 U=V.. 
12.4 定理 (乘法 分 解 , 极 分 解 】 任何 正则 仿 射 最 荆 宁 唑 一 地 
分 解 为 正定 对 称 仿 射 量 和 正 交 仿 射 量 或 正 交 仿 射 量 和 正定 对 称 仿 
射 是 多 积 ( 分 别称 为 左 , 厂 乘 法 分 解 ); 
T= VQ= QU. (9) 
证 明 办 为 T* 和子 同 时 正则 ,和 关 9 一 > 了 wu 关 0 和 了 人 天 
GD， 于 是 Yau 天 o， 
(Ta = a(T*T )u > 0, 
(Tu) — xT > 0, 
长 对 称 仿 射 量 了 了 * 和 了 ?人 都 是 正定 对 称 优 射 是 ,根据 引 理 12.3， 
有 唯一 的 平方 根 ; 


V:=(TT*)t, (10) 

U: =(T*T)3, (11) 

它们 亦 雹 为 正定 对 称 。 先 证 (9),。 如 时 能 证 明 1 
Q=V-T (12) 


是 正 交 仿 射 量 。 左 分 解 的 存在 性 就 得 证 .可 从 
QO TT VV -1 
潜 出 这 一 点 。 现 设 另 有 一 左 分 解 , 则 从 六 @ 一 VQ 得 


QV6. (13) 
取 (13) 的 转 置 Q* 一 OG*VV-!， 再 求 其 送 
Q= VIG, (14) 


比较 (13), (14),， 得 
VV-vF N60. 

两 边 右 点 乘 G+, 得 六 宫 一 VY 即 玉 一 芒 , 因 此 区 一 

代 轿 (13) 式 , 又 得 他 一 Q， 左 分 解 的 唯一 性 证 毕 。 同 法 可 证 右 

分 解 的 存在 与 唯一 ， ”i 

暂 设 左右 分 解 中 的 正 交 仿 射 量 不 同 : 

T=QU-VO- QVO, (15) 

由 于 右 端 括 弧 办 所 代表 网 仿 射 量 满足 
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(OVO) = Q*VO, 
因而 是 对 称 仿 射 堂 ， 由 于 它 左 边 点 焉 的 是 正 交 仿 射 量 人 @， 则 根据 
分 解 的 唯一 性 ， 这 就 是 右 分 解 。 于 是 
. 下 一 人 VC 一 已 
(9) 式 证 毕 。 


二 时 


第 IV 章 张 量 函数 及 分 析 


$1 各 向 同性 张 量 国 数 


在 自然 科学 中 ,一 种 物理 状态 经 甫 由 一 个 某 阶 的 张 量 来 刻 划 ， 
而 这 个 状态 的 变化 又 依赖 于 另 一 个 或 若干 个 物理 状态 的 变化 。 这 
就 是 近年 盛行 起 来 的 本 构 关 系 "。 例 如 经 典 弹性 理论 的 “应 力 和 
应 变 成 比例 ”是 指 描 述 应 力 状态 的 应 力 张 量 是 描述 应 变 状态 的 应 
变 张 且 的 线性 静 数 。 而 牛顿 访 体 的 本 枸 尖 系 则 是 “应 力 张 若是 变 
形 率 张 最 的 线性 函数 。 对 于 粘 弹性 体 , 应 力 张 量 却 是 应 变 张 量 和 
变形 凌 张 量 的 图 数 。 这 些 例 子 所 提 到 的 张 量 都 是 二 阶 张 量 ， 即 仿 
射 量 。 随 着 物体 模型 的 复杂 化 ， 应 力 张 量 廊 依 赖 的 张 量 的 个 数 就 
增多 。 因 芷 ,只 有 把 张 量 冰 数 及 其 变化 率 的 讨论 包括 进 去 , 张 量 分 
桥 才 威 为 一 门 完整 的 ,用 色 醋 究 眼 然 科 学 的 应 用 工具 . 

1.1 定义 ” 张 量 铺 数 是 从 若干 个 张 量 空间 的 镇 氏 积 到 张 蔓 空 
间 的 问 射 的 统称 ,所 涉及 的 张 量 空间 可 以 是 BR, , .了 99) 等 .中 


俩 如 1: 
TF 人 C1) 
次 
Fi oN fu), {2) 
WF) :TH HT), (3) 
FF A TAIN TH F(T), (4) 


TAP) X TAN) ANA, BE GBA, B), (5) 

正 妈 意大利 车 名 数学 办 态 ，Signorini (Questioni di elasticitad 
non linearizata, Rend, Mat. Appl, Roma, 1-2, 19(1960), 1—71) 
指出 , 痪 定 物 环 现象 的 本 构 关 系 ( 即 丰 应 的 张 苷 函数 形式 ) 是 “ 嘉 正 
数学 息 理 的 最 困难 癌 题 〔difticilissimao Brohlema di vera Fisica ma- 


二 下 雪 


tematica》* .确实 ,对 一 裔 的 张 量 函数 进行 讨论 是 困难 的 ,市 且 不 区 
得 出 能 用 以 解决 问题 的 结论 ， 但 咽 一 方面 ， 物 体 或 多 或 少 总 有 一 
些 对 称 性 ， 把 这 些 对 称 性 作为 限制 张 量 函 数 形 式 的 附加 条 件 ， 我 
们 就 有 可 能 将 问题 的 解决 向 前 推进 一 步 。 称 为 各 向 同性 体 的 对 称 
性 最 丰富， 附加 的 条 告 也 就 最 强 。 所 谓 各 向 同性 是 指 材 料 在 各 个 
方向 的 性 质 丰 同 。 举例 来 说 ， 把 一 块 金属 材料 沿革 方向 切割 成 试 
忻 进行 拉 健 试验 ,其 结果 和 沼 任何 其 他 方向 钱 割 时 的 结果 相同 , 试 
验 结果 是 指 试 件 的 受 力 - 悍 长 曲线 。 沿 男 一 个 方向 切割 成 试 件 进 
行 拉 伸 ， 实 质 上 是 将 在 第 一 次 实验 方向 上 的 外 力 相 对 该 金属 块 转 
动车 一 个 角度 。 所 谓 结 果 相 同 ， 是 指 该 金属 块 在 此 方向 上 的 伸 长 
率 相 当 于 在 第 一 次 试验 方向 上 的 伸 长 率 转动 了 同一 角度 。 用 张 量 
的 语言 来 说 ，“ 张 量 函 数 自 变 最 转动 一 个 角度 后 的 函数 值 等 于 
在 沪 自 变量 下 函数 值 转 过 相同 的 角度 "， 我 们 知道 ， 在 = 一 3 时 ， 
转动 一 个 向 量 a 就 是 用 一 个 正 交 仿 射 量 @ 作 用 于 它 而 得 一 
Qu。 我 们 把 这 个 概念 推广 至 ” 维 宵 形 ， 那 么 , 转动 一 个 仿 射 最 是 
什么 意思 昵 ? 我 们 只 能 从 仿 射 量 可 以 实 瑰 线性 变换 这 个 角度 来 定 
义 它 的 转动 ， 设 有 念 射 量 了 ， 则 ep 一 Tu。 我 们 这 样 来 定义 ， 转 
动 后 的 仿 射 量 作用 于 转动 后 的 原 象 给 出 转动 牛 的 象 , 即 
站 一 Tau, (6) 
男 一 方面 ， ra " 
v= Ov = Ora= QTQ*Qu— (QTQ*)u, (7) 
比较 《6),〔7) 两 式 ,由 的 任意 性 ,就 有 
TF:=QTQ*. (8) 
1.2 定义 ” 仿 射 量 工 称 为 各 向 同 福 的 ， 如 果 转 动 对 它 不 起 作 
用 : 


QTO* 一 了 ，vYQE Orh. C9) 
1.3 定理 ”各 向 同性 仿 射 量 了 是 球 仿 射 量 。 
证 明 ”出 定义 12， 有 
TQ — QT. 
设 名 和 7? 是 械 的 特征 信和 和 所 所 的 右 特 入 向量, 则 
TQr = QTr = iQr, 
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印 - 
《全 一 4)COr 一 D， vOe orb, 
由 于 局 的 任意 性 ,根据 (I. 1. 20), 了 一 村 是 零 仿 射 量 , 即 
T= 1 了 (10) 
根据 第 II 章 定 义 8.9,T 为 球 仿 射 量 ， 
1.4 定 多 【《 记 例 子 说 明 ) 张 量 函 数 (1 一 5) 是 各 向 同性 的 ， 如 
果 满 足 


的 (一 (11) 
Qn) 一 F( QA), (12) 

wT) — WwW(QTQ"),, (13) 
QF(CTIQ* 一 下 QTQr+)， {14) 


QPp(A, BGO* = BQAQ, QBQ*), (15) 
Vay ths a EY; T, EDrth， 口 
有 了 这 些 例子 ,就 不 难 对 其 他 类 型 张 量 函数 下 各 向 同性 的 定义 了 . 
定义 14 是 各 向 同性 张 量 函数 的 近代 定义 。 传统 方式 是 按 分 量 定 
六 的 。 两 种 定义 方式 是 等 价 的 , 感 兴 起 的 读者 可 和 参阅 拙 著 《 非 线性 
弹 姓 理论 儿科 学 出 版 社 , 1980 年 )， | 
1945 年 ，M.Reiner{A mathematical theory of dilatancy, 站 mer. 
J Math, 67 (1945) 350 一 362) 利用 Cayley-Hamilton 定理 得 出 
一 个 自 变 量 的 各 向 同性 张 量 画 数 必 然 是 自 变 量 的 二 次 窗 项 式 〔 系 
数 是 自 变 量 主 不 变量 的 函数 ) 的 结论 〈 当 = 一 3 时 )。、 昌 然 他 的 论 
证 是 不 完 缆 的 ,但 却 在 本 梅 理 论 的 研究 上 起 了 推动 性 的 先锋 作用 ， 
在 后 面 我 们 将 给 出 这 结论 的 推广 (对 任意 wn) 的 严格 证 明 ， 
例 1. 念 射 量 荆 的 多 项 式 


aT)= b> a (16) 
三 


是 各 向 同性 张 量 肖 数 。 其 中 各 ar 是 各 数 ， 如 果 r 空 a， 可 利用 
Cayley- Hamilton 方程 将 (16) 化 成 : 

天 (了 一 op 十 的 十 -十 《177 
其 中 各 和 是 于 的 = 个 主 不 变量 的 多 项 式 。 


人 和 1 中 


例 2. 仿 射 量 工 的 短 级 数 
"I+ LT+i Tt *。 “+ 二 了 十 … (18) 
nt! 


是 各 向 同性 的 。 

1.5 定理 (Cauchy 基本 表示 定理 ) 自 变 量 为 * 个 向 量 三 ， 
,0 的 标量 值 函 数 ga， ai) 是 各 向 同性 的 , 当 且 仅 当 它 
可 表达 为 内 积 mi 有， 了 一 1 7 的 画 数 。 

证 明 设 9 各 向 同性 ， 即 满足 (11)。 记 


0 一 一 1， YQE Orth, {19) 
则 (11) 要 求 ， 对 所 有 满足 (19) 的 向 量 组 . 《Di ;Dr} > 
Pm 3 au,) 一 pl, “a zy) (20) 


成 立 ，{ei vi 不 同 于 {ty,……， qv}， 但 又 由 (19) 相 联 系 . 
不 答 如何 变化 ,由 于 已 保 内 积 ， 这 两 向 量 组 内 模 应 两 两 向 量 间 
的 内 积 是 不 变 的 : 
Pi — (Qa (Qua) — wg, isf lst, (21) 
所 以 ,要 想 020), 即 (11), 成 立 , 这 个 阔 数 必须 通过 这 些 不 变 的 内 积 
来 表示 。 到 过 来 ,如 果 中 可 通过 这 些 内 积 来 表达 , 则 外 自然 就 是 各 
向 同性 的 : p(y 一 二 ) 二 pCa) 一 (Qo) (Qa)) 
一 PO, Qa,). 
1.6 推论 自 变 量 为 向 量 刀 的 标量 信永 数 pu) 是 各 向 同性 
的 , 当 且 仅 当 它 可 表达 为 | 和 | 的 孙 数 . 
1.7 定理 ” 仿 射 量 下 的 ”个 主 丰 变量 是 各 向 同性 函数 : 
TI 一 TAGQTQ+)T，r 一 1 ,nn, YOQE Orth., 221 
证 明 ”只 要 将 仿 射 量 QTQ* 的 行列 式 的 定义 关系 起 
{((QTO* 一 1 人 mA ATCCGQTGY 一 1 站 mo) 
. 一 (dt( QTO* 一 a A ut, {23) 
展开 ,就 可 得 
faro*() 一 de QTQ* — +1), (24) 
其 中 foero*+(4) 是 仿 射 量 TQ* 的 特征 多 项 起 .考虑 到 
dtQTOQ* — +4D) = det( Q(T 一 有名” 
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= (detQ) (dettT — 1D ) (detQ*) 
m= det(T ~ AF), 
就 得 
frtt) 一 foro*(2). (25) 
从 而 这 两 多 项 式 的 系数 , 即 主 不 变量 ,相等 ， 
1.8 定理 ” 优 射 量 了 的 各 次 矩 是 各 向 同性 函数 : 
LT) 一 (QTrQr 一 1 VQeOnh, ， (020 
证 明 利用 矩 的 定义 , 即 得 
(QTQ*) — QTQ*) = (QTOQ*OQOTOQ™.. .QTOQ*) 
~ tOQT’Q*) = (TQ*Q) wT ~ ET). 
1.9 推论 ” 优 射 量 了 的 各 主 不 变量 的 标量 值 函 数 pC ，'…， 


i.) 是 荆 的 各 向 同性 沙 数 . 
证 明 显然 ,因为 
TD) 
YOE Orth. 


$2 对 称 仿 射 量 的 各 向 同性 标量 值 函数 


2.1 定理 (表示 定理 ) 由 变量 有 是 对 称 仿 射 量 3S 的 标量 值 图 数 
W(S) 是 各 向 同性 的 , 当 且 仅 当 它 可 表示 为 仿 的 4 个 主 不 变量 的 
酌 数 ”>， 


WS) = WIAS), +, 1,03)). (1) 
证 明 设 印 (5) 各 向 局 和 性 ,名 满足 
W(S) = WQSQ*), vOQE Orh, (C2) 
今 在 主 基 {ei} 有 谱 表 示 
已 Te py A C3} 
将 克 石 点 缮 下 询 告 式 


1) 下 式 卖 在 两 端 是 两 个 形式 不 同 的 诅 数 ， 胃 用 同一 符号 表示 有 三 便 之 处 ， 今 后 也 
将 这 样 项 ， 


“3444， 


EU 


Tei = rei, 《不 求 和 》 一， (4) 

(QSOQ*) (Qe;) = A Qe:), f 一 1 有 (5) 

这 说 明 QSQ* 有 相同 于 3 的 特征 值 ， 而 主 基 则 是 {Qe;}。 于 是 
QSQ* 的 谱 表 示 是 

QsQ* ~ >) (Qe) DQe)). (6) 


在 一 个 具体 基 里 ，W(S) 是 有 各 分 量 的 珊 数 , 而 在 主 基 里 则 是 各 
特征 值 4 的 函数 ,， 向 理 ，WW (QS5Q*) 在 QS5Q@* 的 主 基 里 也 是 
各 4 的 疼 数 。 各 向 同性 条 件 (2) 多 许 两 庙 采 用 不 同 的 基 , 自然 可 
分 别 用 各 自 的 主 基 , 这 时 两 端 都 是 相等 的 的 亏 数 ， 而 且 不 管 号 
和 全 如 何 变化 :两 端的 玉 数 值 总 相等 ， 因 此 瑞 端 必须 是 的 同一 
个 函数 ， 


WS) 一 于 人 4- ”9 4s) = WV(OSO*), (7) 
考虑 到 各 主导 4; 又 是 各 主 不 变量 1 的 函数 ,因此 就 必然 有 
WS) = Wh(S),.…., It5)). (8) 


反之 ,车 印 (S) 可 表达 为 (8) 形式 , 则 根据 推论 1.9, 必然 满足 
WIS) = W(IS), ee, 1S)) = WON(QSO),..., 


I(QSQ*)) — W (QSQ*), YQE Onbh. 加 
既然 1, 可 由 前 ”个 禾 来 表达 , 则 也 就 有 
WIS) 一 环 (T(S) TS))。 《9) 


如 果 各 名 同性 标量 值 画 数 有 了 贾 个 对 称 自 变量 : W(B, C0) 一 
玉 (QBQ*，QCQ*)， 刚 它 表 达 为 不 仅 是 如 和 C 的 各 主 不 变量 ， 
而 且 还 是 呈 和 的 共同 不 变 最 的 函数 . 对 于 # 一 3, 文献 上 证 
明 ， 厂 (号 , C) 可 表达 为 下 列 10 个 不 变量 的 函数 : 
ts, BD, wrB, trC, tO, irs, 
BC), BC), rl BO), Bc) ja 


$3 对 称 仿 射 基 的 各 向 同性 仿 射 量 值 函数 


3.1 引 理 【Transfer theorem) 设 凑 身 


“TI15 


FTA -> (1) 

荐 各 向 疝 性 的 , 则 工 的 特征 方向 同时 是 所 TT) 的 特征 方向 。 

证 明 设 r 是 工 的 (单位 ) 特 征 向 最 ( 左 , 右 特征 方向 租 同 ):; 

Tr—= rT = Ar., {2 
进 一 个 蛙 吻 的 正 交 仿 射 量 
R: 一 一 二 2r@r,. (Bi 证 (Ra) (RV) 一 uv) (3) 

这 个 灵 在 以 * 为 最 后 基 出 堪 的 标准 正 交 基 上 的 分 量 握 降 为 

一 1 


二 


:| 


[Ri 一 | 
十 上 
它 的 遍 于 1 一 十 】 的 特征 子 空间 区 (1) 是 一 维 的 , 下 上 唯一 的 
【可 差 一 符号 ) 单 位 特征 向 量 闻 所 张 成 : 
7 只 一 玉 r 一 《二 ) 
将 县 代 人 各 向 同和 福 条 件 (1.14), 并 考虑 到 
RTR* 一 【十 2r 辐 站 2 一 了 十 2r@r) 
7 2r8rT — 2Tror t+ 4r@rTror 
一 了 了 ， 


我 们 有 
RFECT)IR* = FIT) BB RF(T) = FOTOR. 
于 是 

RIFCTYIr] ~— FITIRr 一 F(T)r, 

IrFT)IR = rRFECOT) = rF(OT). 
这 说 蚜 FT)r 和 rF(T) 分 别 是 是 属于 1 = 十 ! 的 右 和 左 特 
和 定向 量 (一般 不 是 单位 向 量 )， 即 雹 属于 YY(+1). 因此 FCT)r 
和 rF(TY) 都 可 由 7 线性 表 出 : 

FTOr= r,s, rT) = Hr, (5) 
以 > 点 乘 上 两 式 ,得 ”i 
Si— rT)r = &,&, 


于 是 (5) 就 变 成 


"lier 


习 品 深 喜 


， FOT)r tr, rF(T) = Er. (6) 
这 说 明 ? 也 是 天 (7 的 特征 方向 ， 

3.2 推论 名 向 同性 映射 iSym 王 F977) :S85F> CS) 的 
值 域 其 Sym. . 

证 明 对 称 自 变量 5 有 # 个 特征 值 ， 对 应 有 一 组 正 交 的 特征 
方向 ,根据 引 理 3.1， 这 组 方向 也 是 上 S) 的 特征 方向 ,因而 有 谱 
表示 ,根据 第 II 章 定理 8.6,FLS) 是 对 称 仿 射 量 。 

3.3 定理 (表示 定理 ) 上 和 目 变量 是 对 称 仿 射 量 SS 的 仿 射 量 值 函 
数 T(tS) 是 各 向 同性 的 , 当 且 权 当 它 可 表示 为 

T(S) = pd pest Tp (7) 
其 中 9 ，p ee 是 祁 的 + 个 主 不 变量 (或 前 = 个 矩 ) 的 标量 人 
函数 

证 明 根 移 引 理 3.1 和 推论 3.2, 对 称 仿 射 量 咏 和 了 CS) 有 相 
同 前 主 基 {8}。 设 仿 的 特征 人 为 4,… ,X14,，T(S) 相应 的 特征 
值 为 mm,:-, po 在 基 {er} 上 ,个 下 了 (人 $) 灾 成 

py = pbs 4), 0) 
如 果 仿 的 各 特征 值 不 相同 , 则 下 列 方程 组 
pT pt pA til nn) (9) 
有 唯 -- 解 po，…… ,ps-，， 因 它 的 系数 行列 式 
1 dA! 


A 1 4 
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是 yan der Monde 行列 式 , 用 归纳 法 可 以 证 明 

A= Tl (一 2 二 0 {10) 

Lei 

解 出 的 各 or 依赖 于 各 和 pz。 用 (3) 消去 jy :就 特 py(4,:-…， 
24) 一 0， 1 ,一 1， 由 于 各 4 叉 是 号 的 # 个 主 不 变量 的 
画 数 ,最 终 我 们 有 gp- 了) i 一 01,-.…,# 一 1， 用 (9) 
构造 谱 表 示 , 得 


"1i7e 


村 东 - 
> ree 一 >) (po 十 mls 十 … :十 pail ae , 
ic1 i=] 


此 即 【7)。 
如 时 3 有 站 个 租 同 特征 信 ,局 如 1 :一 1.， 则 (87 变 成 
下 241 C11) 


并 且 

p= pet pt ol i 1) (12) 
有 唯一 解 po Ch ha) … pi (0 2 庆 
gp Ds 构造 谱 
表示 ,就 得 类 似 于 (7) 的 表示 式 


T(S) 一 po 十 和 号 士 二 ps_19" 2, (13) 
若 仿 有 + 个 不 同 的 重 根 , 可 类 似 地 得 
TOS) 一 qof + pS 十 十 pr (14) 


这 时 TCS) 也 相应 地 有 > 个 不同 的 重 特征 值 ,而 且 对 应 于 重 特征 
值 的 特征 子 空间 也 和 的 相同 ， 
” 曙 一 方面 ,任何 其 有 形式 (7) 的 张 量 医 数 是 各 向 同性 的 , 因 
T(QSQ) 一 of plQSQ Tt pn (QSQ*) 
— Qipd +t pdt pI 
一 QTUS)Q*, 口 
显然 , 在 (II.8.23) 定义 的 张 量 函 数 是 各 向 同性 的 。 但 任意 
的 各 向 同性 张 量 函 数 (7) 一 不 定 可 表示 为 (1TL.8.23) 的 形式 。 吕 
下 面 我 们 对 于 3 各 特征 值 床 相 同 的 情形 (其 余 倩 形 读者 自 证 ) 
给 出 定理 3.3 的 另 一 个 证 法 。 为 此 需要 
3.4 引 理 设 SE Sym 有 谱 表示 


S- Zi MerBe {各 i 不 相同 )， {15) 
则 人 靠 合 {4 3, "2} 线性 无 关 , 且 
span {1, S$, 91} = span {ser}. C16) 
证 明 证 { 号 号 “人 线性 无 甘 等 价 于 证 
5 一 一 0 | C17) 


* 1i8* 


为 此 将 【177 左 式 作 用 于 各 特征 向 量 #;， 得 
0 pd le 一 PP (18) 
这 个 线性 方程 组 的 系数 行列 式 就 是 定理 33 证 明 中 的 van der Mon- 
de 行列 式 和 公关 0 了。 由 此 得 (17) 的 右 式 ， 从 而 {4 5,"，S"” 1!} 
线性 无 关 。 子 空间 span {8;@ei} CSym 是 具有 和 号 相同 主 方向 
的 对 称 仿 射 量 的 全 体 , 其 维 数 为 >。 由 于 上 个 仿 射 量 几 有 …， 
3 6E span {8Bes}， 而 且 构 成 线性 无 关 组 ,因此 它们 就 张 成 这 个 
子 空间 , 即 得 (16)， 
定理 3.3 的 劝 一 证 明 只 需 证 必要 性 。 设 人 St Sym 有 谱 表 示 
(15)。 根据 引 理 3.1。TCS) 有 谱 表 示 
T(S) 一 全 hee te span{leDe}. 
is1 
根据 引 理 34， 存 在 标量 函数 mlS),pi(S),… :gm-i(S)， 使 得 
TIS) = pl SY + SS 二 十 oa(S)9 (19) 


按 假 设 ，Y (3S) 各 向 同性 : 
QT(SIQ* = T(QSQ*), vOQE Orth, 


即 
T(S) ~— OT(QSQ QO = 0O, (20) 
将 519 代入 (200), 并 考虑 到 
Q'(QSQYQ— QQSQ*)..-(QSQ)Q = 5, 
r= ly"r"*", nn—1, 
得 
[pS5) 一 CQSQ DT 二 [mm(S) — pAQSQYIS+ .+ Tt 
[atS) 一 pn_ (QSQ) ST = OO, vOQEe Ornh, 
很 据 引 理 3.4，{j, 3 …，3"…) 线性 无 关 , 上 式 各 系数 为 零 : 
PI) = pA QSOQOT), Yim 0, 1 一 1 
Qe orth. 和 (21) 
这 说 明 ， 标 量 函 数 各 ，qpn，''*，qa-! 是 各 向 同性 的 。 根据 定理 
2,1, 它们 可 表 为 5 的 » 个 主 不 变量 的 函数 ;从 而 得 (7)。 吕 
当 # 一 3 时 ,可 以 证 朋 以 下 定理 ， 


3.5 定理 ”两 个 对 称 仿 射 量 号 和 CC 的 各 向 同性 仿 射 量 值 梢 
数 负 ( 召 , 马 ) 可 以 表示 为 
lB, CI) 一 gif 十 而 县 十 和 人 十 ot bt bh(BC 
， 十 所 五 ] 十 BC CAB) 十 bh(BO 
. 十 CCB) 十 p(B 十 CIB), ~ (22) 
其 中 向， 由,……， 是 吕 和 人 的 10 个 共同 不 变量 (2.10) 的 标 
量 值 函数 . | 


$4 仿 射 量 的 线性 各 向 同性 标量 值 函 数 


由 于 内 积 的 线性 性 质 ,向量 ” 的 线性 区 数 
| Rv uv 
可 以 由 向 量 召 和 的 内 积 实现 。 类 似 地 , 仿 射 量 工 的 线 栓 尔 数 
FA BRITHE> LIT C1) 
可 由 仿 射 量 上 条 的 双 点 葬 实 现 . 
4.1 定理 自 变量 是 仿 射 量 了 的 线性 标量 值 匿 数 邢 (T) 是 
各 向 同 性 的 , 当 且 仅 当 它 是 丁 的 迹 的 倍数 : 


-全 (7 一 lir TT (2) 
其 中 4 是 常数 , 
证 明 根据 (1), 我 们 有 表示 1 
WT}= 上:T. (3) 
问题 归结 为 利用 各 向 同性 委 件 (1.3) . 
WIT} = W(QTQ*), YQE Orth (4) 


求 上 .将 (3) 代入 ,得 ， 
L:T — LL:(QTQ) = 1 (LQTOQD)) ~ tr (QL*QT) 
tr (LOT) = (QOLO):T. 
根据 CIII.9.10)。 由 不 的 任意 性 ,得 上 是 各 向 阅 性 张 量 ( 定 义 
12): 


工 一 LQ. 
根据 定理 13， 有 
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了 一 17. (5) 
将 (5) 代入 53)， 利 用 (IT.5.14)， 得 
WIT}= AT = itrT, 
4.2 推论 (0 WC(T) 只 依 加 于 下 的 对 称 部 分 、() 反 称 仿 
射 量 态 的 线性 各 向 疝 性 标量 值 冰 数 恒 为 零 ， 
证 明 “只 需 考 虑 到 加 法 分 解 下 一 S 十 入, (I.5.15) 和 tr 及 
一 onL9 .2) 即 可 


$5 对 称 仿 射 量 的 线性 各 向 同性 仿 射 量 值 函 数 


5.1 定 到 对称 仿 射 景 3 的 线性 仿 射 量 值 画 数 T(t3) 是 各 向 


同 祥 的 , 当 且 促 当 它 可 表示 为 
T(S) = itr St 2nS, YSE Sym, 1) 
其 中 4 和 #5 是 常数 , 
证 明 | | 
证 法 一 从 一 般 表示 式 (3.3) 舍 去 明显 的 非 线性 项 ,得 
T(S) = pd+ pS (2) 


要 (2) 成 为 线性 函数 ， 只 需 取 和 为 S 的 线性 标量 全 函数 (4.2) 和 
取 gp 为 常数 2pg， 即 得 (1)。 

证 法 二 ”不 利用 一 般 表 示 式 (3.3)。 人 先 考 虑 一 种 特殊 的 自 恋 
量 eHet Sym te 单位 向 量 )，e@e 有 特征 值 1 和 (sn 一 1) 重 特 
征 值 0, 对 应 的 特征 子 空 间 分 别 是 Span {e} 和 (Spantle})+*， 根 
担 引 理 3.1， 它 们 也 是 了 (ee) 的 特征 子 空间 . 设 对 应 药 特 征 导 
为 zy 和 4， 则 取 以 @ 一 en 的 标准 正 交 基 {e;}，Tle@e) 就 有 谱 


Tete)—= 1 bp3 ee; 十 Dee 一 1 十 (一 ree 


— Ae)i + 2u(e)ee, 人 03) 
其 中 4, sw 可 能 依赖 于 e@e， 应 用 各 向 同性 条 件 于 (3)， 并 记 一 
Qe, 得 
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UPDTt 20) OF = TUFDF) 一 T(QeBeQ+) 
— QT(eDe) OQ ~ ie) + 2ule)QecdelQ* 
一 el + 2r(e)fBF 
比较 两 端 ,得 
[2(e) 一 1 及 下 十 2[z(e) — uF) OF O. 
[和 ff 线性 无 关 ,从 而 各 系数 为 零 。 根据 推论 1.6 及 自 变 量 是 
单位 向 量 , 4 和 产 只 能 是 常数 。 于 是 
T(e@e) 一 十 2rege, 立 划 位 向 量 er (4) 
将 人 S 的 谱 类 示 (3.15) 代 人 了 (5)， 得 


T(3> ne:®er) 一 > uiTleler) = 六 和 条 十 2p8rd er) 
tm] 二 】 | 


一 1 (> %) I + 24 S) hee. 


此 凤 (1). . 
§6 仿 射 量 的 线性 各 向 同性 仿 射 量 值 通 数 


6.1 定理 ” 反 称 仿 射 县 全 的 线性 优 射 量 值 函 数 天 (人 如) 是 各 


向 间 性 的 , 当 且 仪 当 它 可 表示 为 . 
F(A)= 20d, vAE SkEw, : {1) 
其 中 a 是 常数 ， 
证 明 先 局 限于 类 型 为 
C:= uN = Ov — vu (2) 


的 反 称 自 变 量 , 其 中 和 wv 是 任意 的 相互 正 交 单位 向 草 ， 人 的 属 
于 唯一 特征 值 ( 一 0) 的 特征 子 空间 基 
AO 一 {weEY {wu 0 ddim) 一 一 2。 (3) 
对 于 相互 正 交 的 单位 向 量 ww wo C0)， 我 们 有 有 
Cw— wiC—o0, i$, nN, (4) 
并 且 , 根 据 引 理 3.1, 《对 上 不 求 和 ) 
天 (CD)apy 一 Sir。 FIC) 一 并 一 3 (5) 
令 下 一 到 99 一 克 ， 则 人 ur 构成 苑 的 标准 正 交 基 ， (CY 可 


1 


岩 为 
FC) 一 Eit Ow,. (6) 
一 般 而 言 ,各 55 是 和 v 的 函数 ， 将 (6) 代 人 (5 ， 得 
rr — Fitt; = 一 全 . 
eo eo ol 一 3 对 上 不 求 和 )。 【7) 
根据 {wi} 的 线性 无 关 ， 除 了 5 (i j 一 1,2) 和 si 一 (i 一 


js tj 外 ,其 余 系 数 5 均 为 零 ， 这 时 
FC) 一 tau 十 Sm + Sv + Fav Wy 


2 Di 〈8) 


现在 进一步 利用 各 向 同性 条 件 (114)。 沪 了 有 求 得 FPCQCQ*)， 洲 
虑 到 . 
QuN vd = Qu 一 vO OQ 

(Qa) BQ) — (Qo DQ) 

— (Qu) MQo), 
只 需 在 568) 中 用 Qe, Qo， Qw; 代替 U0, wi;。 这 时 各 函数 5 
的 自 变 量 就 是 Qu 和 Qo, 我 们 记 作 如 。 这样 ,各 向 同性 条 件 就 给 
出 

(一 DBCQal + Ci — (Qa) HQ) 


+ Fé; 9) QW) BQw) = 0. 


#3 


从 的 正 交 性 使 《Go 仍然 是 一 组 基 ， 上 式 各 简单 仿 射 量 是 线性 
无 关 的 ,于 是 
志 交 2 Ou, Qo), i, ji— 1, 2, (9) 
bu 0) = EQa, Qo) 一 3 Hn, (10) 


上 两 式 说 明 ，55 和 名 均 是 友和 vw 的 各 向 同性 标量 值 消 数 ， 根据 
Cauchy 基本 表示 定理 ,它们 均 应 表示 为 u 和 vw 各 内 积 的 水 数 , 但 
由 于 如 和 ov 受 单 衬 正 交 条 件 的 限制 : ua 一 20 一 1, ut 一 vu 一 
0, (8) 式 的 55 和 6 内 能 是 与 a 和 ww 无 关 的 常数 ， 下 ( 忆 ) 的 线性 
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性 质 使 得 它 亦 线性 依 攻 于 和， 各色 ;依赖 于 本 和 vv, 但 木 能 由 
妇 和 0 线性 表 出 , 则 各 tw 的 w: 亦 不 可 能 线性 依赖 于 普 和 2, 因此 
5 En 和 各 必须 为 零 。 从 而 有 ， 
天 (AD = Eu 十 Eu. (11) 
也 是 根据 线性 性 质 , 又 有 
天 (六 本 一 一 和 (六 下 ) 一 tv — Suu. C12) 
比较 上 两 式 ;根据 Gu 和 zu 线性 无 关 , 我 们 就 育 
Su 一 —é 28 : (13) 


及 
FlauAv) = 20(u@0 — oO) 一 20u hv, {14) 


利用 上 式 及 及 在 标准 2- 形 式 基 上 的 表示 ,就 有 | 
F(A) = ( 了 了) Asesh ei ) = 全， AiFle:he) 
1 [Dy 
DD) diehe = 20k, (15) 
“ei jn 
显然 ,具有 形式 (1) 的 函数 必然 是 各 向 同性 的 , 
6.2 推论 反 称 仿 射 量 的 线性 各 向 同性 仿 射 量 全 男 归 的 值 域 
是 Skw.。 
6.3 定理 ” 仿 射 最 了 的 线性 仿 射 量 值 半角 TT) 是 各 向 同性 
的 , 当 且 仪 当 它 可 表示 为 
FT) 一 Me) AT + T+ aT —T*), 
YE Zu), (16) 


其 中 Ley 是 常数 . 
证 明 将 工 加 法 分 解 ,利用 下) 的 线性 ,得 


F(T) 一 Fi{i (T+ T*)) 十 下 (二 (T ~ T+*))}. (17) 
公式 《17) 右 端 现 函 数 的 自 变 弛 分 别 是 对 称 和 民 称 的 ， 国 前 可 分 副 
应 其 定理 5.1 和 定理 6.1。 考 虚 到 
1 . 
ur ( (TF TD) eT 
就 得 (16)。 
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$7 张 量 图 数 的 微分 和 导数 


导数 ( 即 梯度 ) 刻 划 张 是 函数 的 变化 率 【 随 着 外 变量 的 变化 )， 
而 微分 则 近 侯 地 表现 张 量 还 数 的 增 量 ， 微 分 运算 包含 的 基本 思想 
在 于 用 一 个 线性 隔 射 对 一 个 图 数 进行 局 部 有 逼近。 在 推广 一 元 画 数 
f(x) 导数 的 定义 


fo = im 二 [fr 十 9 一 KKD] (1) 


于 张 量 贡 数 的 过 程 , 出 现 两 个 问题 : (〈i) 需要 在 涉及 的 张 量 空 间 引 
进 距 离 的 概念 ， 和 使 取 极 限 的 过 程 成 为 可 能 ;，(ii) 张 旺 项 数 的 自 变 
景 的 增 量 也 是 张 量 ,不 能 用 它 按 (1) 作 除 医 , 希 要 如 开 作 差 商定 忱 
导数 。 

为 此 ,下 面 引 进 一 些 概念 。 

了 ?1 定义 . 设 关 是 一 个 集合 ， 距离 是 一 个 本 射 oo 六 
-> 有: (uw, DT 一 > pf Vv)， 满 是 (Ya, v, we 3 ): 

(i) 非 负 性 p(w 如) 守 0,， 日 ptwy V0) 一 0 当月 仅 当 一 -v0 

《ay 对 称 性 pla,5) 一 om) 

(ii) 三 骨 不 等 式 pt 0) 所 pl 四) 十 p(w 5). 
艺 称 为 以 pl,) 为 距离 的 距离 室 间 或 度量 空间 . 品 

区 中 的 元 素 列 ws} 收效 于 是 指 下 述 极 限 过 程 ; 

pts, H) -> 1, 当 # > 00, 

而 过 一 下 用 (oa) 一 0 来 定义 。 

每 个 张 星空 疗 都 是 向 量 空间 .我 们 首先 在 张 量 空间 中 吴 以 范 
数 ”, 使 之 成 为 线 奎 赋 范 空间 ,然后 在 范 数 的 基础 上 诱导 出 上 距离. 

7.2 定 义 ” 表 区 是 商量 空间 ， 如 果 定 内 一 个 映射 由 :区 一 只 
满足 (Va, ve co 3 ac 及 ): 

0 ll 蓉 0， 县 人 | 一 0 当 且 仅 妆 天 一 昌 

Gi) Henl = | 中 人 

二) J 士 吕 去 十 vl, 
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则 2 称 为 线性 赋 范 空间 ,iall 称 为 向 量 的 范 数 . 口 

本 书 涉及 的 都 是 有 限 维 向 量 空 间 ， 泛 国 分 析 告 诉 我 们 ， 在 有 
限 维 向 量 空 间 ， 所 有 范 数 是 等 价 的 《 邯 所 有 范 数 话 导 出 相同 的 拓 
扑 )。 因 此 ,我 们 只 需 任意 选 定 一 种 范 数 . 在 讨论 中 其 至 无 需 说 明 ， 
所 用 范 数 是 如 何 定义 的 ， 在 向 量 空间 ”中 、 通 常 取向 量 a 的 长 
度 |afl 作 为 范 数 iall; 而 在 仿 射 量 空间 Lin 至 Fs(%”) 中 ， 对 仿 
射 量 了， 可 取 范 数 为 上 一 VT:T 一 Vtr (7T*T)., 容 茵 证 明 ， 
这 样 取 的 范 数 均 满足 范 数 公理 的 三 个 条 件 ， 

设 如 V€ 9Y7， 我 们 定义 向 蚜 豆 一 5 的 长 度 为 和 vo 之 间 的 
点 离 ; 


站 一 可 一 | 一 中 (2) 
显然 , 它 满足 距离 公理 的 三 个 条 件 ， 
设 人 各 是 线性 师范 空间 。 张 最 肖 数 fa) 的 定义 域 是 
人 A 的 零点 o@ 的 一 个 邻 域 ， 值 域 为 纺 我 们 说 Fg) 比 在 更 快 地 
瀣 于 零 , 并 记 为 


flu) = ou) 省 go 

(经 常 省 咯 " 当 于 -~* 0”)， 
如 果 

in ie 0 

wo al 
这 里 1 二 和 lal 分 别 是 sz” 和 BU 上 的 范 数 ， 类 似 地 ， 

fia) 一 Be + olu) 
表示 

fla) 一 gu) 一 on). . 

下 面 就 可 以 进入 张 量 分 析 了 . 先 从 人 BU 一 R， 而 37 可 为 任 

意 张 量 空间 的 简单 情形 人 手 。 设 省 是 定义 域 为 开 区 间 TCR 的 
张 旺 值 函数 . 币 在 se 了 的 导数 坝 (:)， 如 果 存 在 的 话 。 定义 为 


b= EO: lm [to) — PB). (3) 


显然 , 按 定 尺 , 导 数 和 函数 信和 是 同类 型 的 张 最 , 钊 称 为 光滑 的 ,如 果 


于 


, 中 (在 每 个 + 存在 , 瑟 四 在 了 连续 设 币 在 * 可 微 , 则 (3) 导致 
lm 1 [$l t+) — $B) — $1 0O, 

或 等 价 地 

Pt 十 一 内 (四 十 A + ols), {4) 
* 乏 (四 是 增 量 BG 十 1) 一 革 () 的 主要 部 分 , 它 线性 地 依赖 于 自 
变量 的 增 量 *。 于 是 ， 币 (e 十 5) 一 币 (z) 等 于 增 量 线性 主 部 加 上 
一 个 较 了 更 使 地 趋 于 零 的 项 。 把 结果 (4) 推广 于 人 是 任意 张 贰 

空间 的 情形 是 容易 的 。 为 此 需 训 一 个 引 理 。 

7-3 引 理 (商法 则 ) 设 姥 ;: 了 A 于) 
是 自 变 最 为 > 阶 张 量 的 * 阶 张 量 值 线性 男 数 、， 则 在 在 唯一 的 
四 6 .Fl )， 使 得 在 右 +- 点 乘 意 义 下 实现 上 述 映 射 : 

vp) — 0O(’ )@. 口 (5) 

在 去 *- 点 隘 意 义 下 也 可 得 类 似 结果 . | 

证 明 ”点 乘 的 线性 性 质 使 得 ,任何 名 均 . 按 (5), 实现 线性 映 
射 。 现 对 给 定 线性 映射 名 (三 )， 利 用 (5), 对 贸 的 在 在 性 进行 构 
造福 证 明 . 这 个 + 十 : 重 线性 油 数 全 在 任意 r 十 5 个 向 量 本， -， 
太 ms VW 上 的 值 是 

Bm Hy i Vi) = Bs Ws HB Vr) 

— Bs, Bi Eg): “wr( gir) 

一 【加 网 出 的 人 Dr 

一 (@( 7 )0@ Bo) (me) 

= (6) 
可 出 ， 玩 在 简单 荡 量 上 的 值 已 足以 确定 图 在 任何 向 量 上 的 
值 ， 太 要 证 , (6) 所 确定 的 四 对 任意 省 二 Brgi 名， 的 名 ,也 
适合 (5)。 为 此 , 内需 利 用 点 冬 的 线性 性 质 ,(6) 的 最 后 一 等 式 及 
久 的 线性 性 质 , 即 可 得 

©( 7 好 一 oO( ” ) gD, 
= Pg Be) = BD). 
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设 有 加 和 印 , 满足 (6)， 则 YE 了 AY ), 有 ( 合 ; -- 
e)(T)e-0. 
根 厚 点 习 的 线性 性质 及 零 张 量 的 定义 ,依次 等 价 地 有 

(@, 一 @,) ( 7 ) 8 BD OF Yo, OE Y, 


(@,— O20) ("08 Bo um 0 
Ws EE 
(@, — Os 0 ) = 0s 
Yas Hy Ws WE Ws, 
可 知 ，@, 一 @, 是 零 张 量 ， 唯 一 性 得 证 . 口 
74 定义 设 多 ,(9) 和 (7) 是 赋 范 的 张 量 空 间 , 细 忆 
FA(9) 是 开 子 集 。 张 量 函数 虽 : -> (9) 在 Te 多 称 
为 可 微 的 ,如 果 存在 线性 变换 
RTT A TY) US 及 (DU (7) 
使 得 
PBT- GT) + 0 DTUrAD, (9) 


式 (8) 中 的 增 景 线性 部 份 的 写法 已 经 用 到 了 引 理 7.3。 了- ( 工 )， 
经 常 简 记 为 党 ， 称 为 多 在 Te 纪 的 导数 (或 梯度 )， 

75 定理 ”如果 旬 的 导数 4 加 存在 , 则 它 是 唯一 的 ,并 且 对 
任意 Ue SAX) 有 


sp {rv 二 
sR (UA BT+ UD (9) 


证 明 引 理 7.3 给 出 唯一 性 ， 由 线性 性 质 (8) 可 写成 
YY 
BT HO — BT) (Uo), 


| * ) 局 一 二 [BT + UU) 一 种 (7 了 ) + oz 门 ] 


— lm [OT + VU) — PT)] (10) 
| 

一 fm 二 [GT 二 上 DIE 一 而 (和 -HI 
一 lim 过 [由 (了 二 G+ I — BT + 0) 1 


~— BT + U7) | 
Rr 


7.6 定 尽 ” 张 量 函 数 虽 的 增 量 的 线性 部 分 称 为 汪 的 微分 , 记 

为 
dap(T; UU) — | jv, (11) 

它 依 丈 王 户 变 量子 和 线性 依赖 于 方向 莹 (上 自 谈 量 的 增 量 )。 电 

可 以 按照 方便 ， 采 用 (8)，(9) 或 (10) 去 计算 张 量 函 数 的 导 
数 和 微分 ,或 对 它们 的 性 质 进 行 讨 论 。 三 个 公式 是 回 样 有 效 的 .下 
面 先 对 一 种 简单 情形 进行 讨论 . 

7.7 定 理 设 z 一 2,5 一 0, 凤 F(9) 一 Lin (9) 一 
R; W(T) 是 上 自 变 量 为 仿 射 量 了 的 标量 值 范 数 ， 媳 果 开 (T) 各 


向 同性 , 则 它 的 微分 4WV(T; 忆 ) 和 导数 《作为 仿 射 量 了 的 


仿生 语 介 呈 针 也- 全 站 的。 
证 明 只 需 用 (10), (11) 式 和 殉 (7) 的 各 向 同性 条 忻 , 就 


有 
28(QTC QUQ™) ~ lim — -[W(QTQ* + QUQ") 


— WwW(QTQ*)] 
— lim IW(QCT + OQ) — wW(QTQ*)] 
一 im 过 [WT FD ~ WT 一 di. 
根据 引 理 7.3， 上 面 的 结果 又 可 写成 
.TU ~ (QTQ*) (QUQ') 
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~ (给 (orao 六 aven) 
-"(@ (QTQ*) ) QU) 
-ae 各 Coreoe) 中 
- (Qo* 下 CQren @):U. 
中 以 的 任意 性 ,根据 〈II.9.10)， 有 
QF (TQ* 一“ (QTQ*). 


这 就 是 琴 ( 太 ) 的 梯度 的 各 向 问 性 公式 ， 
7.8 定理 设 {gi} 是 2 的 基 ， 则 WLT) 的 梯度 有 分 最 表 
示 式 : 


dV OW ,wp OW pig 
dT ~ BT Bi a 877 < 


— OW | 1 OW 1 
BT SOE Ti Se. (12) 


证 明 在 基 {gi} 下 ，P(T) 就 是 工 的 分 是， 辟 如 了 5 的 
多 元 函数 ”， 利 用 (9) 和 (1 式 , 我 们 有 
aWw (Ti Ui) 一 全 WlTE 二 YU- 一 3 Uy 


一 “二 六 BT 一 | 和 (CT 
HT ! BT i 《 El 如 


和 fl1l) 比较 ,由 局 的 任 音 人 性 ， 就 得 (12),。(L12) 的 其 余 三 式 证 法 
相同 ,又 如 


i IT7t HW OF i arTIF 
aW (Ti Ui) = BT D4 一 BT HB;U", 
a | 
一 (CE sa):(Ug,Qe"). 口 
dT 


1 ETD WCDI CL) 的 并 数 形 式 是 不 同 的 ;但 用 局 一 个 往 号 表示 有 方 
便 之 处 ， : ” 


”30 。 


如 果 自 变量 是 对 称 优 射 量 $， 则 W ($) 一 (5*), 它 的 分 

时 函数 只 能 是 3 的 人 二 二 个 独立 分 量 的 函数 W (55) (i < 
门 ， 或 省 是 具有 下 列 形 式 的 有 ”个 分 量 的 苞 数 : 

A (13) 


后 者 可 看 作为 在 W(Ss)，(i 二 站 中 用 二 (Sx 十 Sm) 代替 所 有 

Si 的 结果 。 在 对 称 自 变 量 情况 下 , 增 量 避 和 梯度 二 5 只 能 是 对 称 

仿 射 量 。 求 梯度 的 分 量 必 须 对 形式 (13) 的 分 量 函数 进行 偏 微 商 。 
例 1. WCS) 一 (So 一 二 (Sa 十 San), 


OW 1 OW Bi 
一 一 (Sa -sa 一 so， 二 一 。 
ER 2 (Su 2) 33 Bs. BS 


例 2.、， 计算 仿 射 量 工 的 + 次 和 矩 5 一 wT 的 微分 和 梯度 ， 
dT; = Ti Um rT 
ds ds 


+ AUTTi+ TUT TD + ) 
+ to = tCUT rr TUT 
TAO = pir Tr i 


和 和 一般 公式 
FT 站 一 学 :7 


比较 "由 书 的 任意 性 .又 得 I(T) 的 梯度 


2 四 De . 
3 ri C14) 
特别 地 ,我 们 有 
a de Te 
证 L 地 2 了 ， 地 37 2 《157 


' 例 3， 计算 仿 射 量 工 的 主 不 变量 1A(T) 的 梯度 。 
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1( 玉 ) 可 以 由 了 的 前 7 个 箱 表 示 : 站 ， 于)， 礁 


入 一 > 于 和 一 > i oT TY, {16) 
特 到 地 ,考虑 到 (II1.5.30)， 我 们 有 
全 一 土 表 - 志 强加 + 十 即 


= Li- LI*+ 了 
例 4 计算 对 称 优 射 量 $ 的 各 向 同性 标量 值 范 数 下 (5) 的 
根据 表示 定理 2.1， 我 们 有 
dF OW ddl: AW 3 | Bl: Su-us 
1 


dS ™ Bl, 43 Al, A 
aw &¢, .81 
| - . (18) 


特别 地 , 当 wx 一 3， 
dW _ OW OW dlf amWw dlii 


45 ”可 B17 ds§ ”807 ds 
dW BW _OW _ 
Br it Ey 【了 一 SY + B771 UIf— 1S + 0) 
OW OW 1 WN (OW 4 19W 
(9 tior 9 a111 ) (on + 1 )S 

ayo 
+ grr (19) 
一 例 5， 计算 WW(T) 一 了 :T 的 微分 和 导数 ， 
这 次 我 们 利用 (8) 式 , 有 


WT+TO= CT +OUOT+O= TIT+T:UPU:T 
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+ VU-= WT 4 2T;U 4 ott). 
从 而 得 


aw (7T; U) 


这 里 用 淹 
UT tT tT TO = TI:U. 
7.9 定理 ” 正 测 伪 射 量 荆 的 行列 式 W(T) 一 det 工 的 第 分 和 
梯度 分 别 是 
a TU) = (det TYT +*: 0, (20) 


dH 2 ， _ 
-一 了 (de TY 一 【der 了 7) 下 + . (21) 
证 明 根据 (IN. 5.19, 20)， 对 任意 仿 射 月 尽 有 
det (RC— HD) = (—A) t+ LA) 
| ft 14) det R. 
当 14 一 一 1 和 呈 一 牛 时 ,得 
det (i RY}=1+trR+ oR). 
利用 这 结果 ,对 正 由 仿 射 了 和 局 一 人 时 ,有 
dcr( 7 -二 7) 一 detffy 士 ET) 于] 
一 【det 了 ) det (7 十 UT-!) 
— (det Tl 二 tr 十 cf] 
— det 4 (det TT) tr (TU) 十 oD). 
利用 (8) 式 , 就 得 (20) 及 (21), 口 
现 讨 论 仿 射 量 的 念 射 量 信 前 数 F(T, 根据 《11), 有 


ziFC7; 四 一 与 : U. (22) 


这 时 -4 是 四 阶 张 县 ， 


7.10 定理 设 产 (7) 各 向 同性 ， 则 aF (Ts U) 亦 各 向 问 
性 ， 


证 明 “类似 于 定理 7. 7。 诈 明 由 下 式 给 蕊 : 
+ 


aF (QTQ*; QUQD = lim + [F(QTQ* 
+ QUQ*) — F (QTQ) I jim + [FQ(T 
+ AQ — FQTQ)] 一 Qi 二 TFT 
+ UU) — FT =- QAFT; 0)Q*. 


7.11 定理 设 1g:} 是 的 基 , 则 FT) 的 梯度 具有 分 量 宕 
达 式 : 


dF RY 
_ op gDgDgDE 一 (23) 
Th | 


证 明 在 基 {gi} 下 , 下 的 分 量 F” 试 是 不 的 分 量 , 敬 如 Ti 
的 函数 ， 利 用 (9) 和 (11) 式 , 得 


aFt TH; De 一 二 PHT + sUn) 8 BE; | 


= Br Ugg: 一 (a reseriez) 


(To 多 8)， 
和 (22) 比较 ,就 得 (23)。 
例 6. 应 用 公式 (23)。 计 算 若 干 个 特殊 仿 射 量 值 函 数 的 鼠 
度 ， 
,aT _ a7 
人 7 
—_ 可 De Dr se,. 
artT;T) = 3 :TT (gO TE OST) 
一 Te ™ T, 


oar ， _ 
(ii a7 5 jg BEBO 一 HOEOE OE 


ig/Oa Te Dg 一 dg DE DRDO 
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一 gg. 
daT*(T; 了) 一 < :T= (gee Ce) (TUDO) 


c= 了 的 区 == IT* 
__ BCTSTS) , 
BR tm 
BT gO 
— (86!Ti 十 BT )g Oe Dt, 
= (BTH 十 THN OE Dg 
Ti(gOr Re Oat ge ODO). 


G8) 他 


d(T; T) 一 :To [BETS + Th) 
XxX gO OEOII:(T ELE) 
2THTh gO — 27, 
(iv》 一 般 地 有 
aT"(T; L7) 一 辫 (T+ = TU + UTU™ 
EE 
.+ UT., (24) 


| dT TTY = rT. (25) 


(7) 好 一 O 是 四 阶 零 张 量 , 它 的 每 个 分 量 是 零 。 


外 二 


Pes 一 OCTHTH) BT + ToT BTr， ， 
BT 87 Br 


~ 
0 一 Tr,(alT + TdT) > O75 TAT,, 
3 Th 


dT _ a7 二 | 
IF 37 DT gO OD TTIEO OYE 


aT 了) 一 4 :T= (TT deo): 
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(Tae:) Tg De = 一 了 口 
对 称 自 变 大 的 念 射 量 值 东 数 所 (5) 的 导数 是 关 干 后 两 个 自 变 
量 ( 商 量 ) 为 对 称 的 四 阶 张 量 。 丰 其 体 基 上 ,我 们 有 F"(Sw4)。 每 个 
分 量 函数 是 5 的 十 a(x 十 1) 个 独立 分 量 的 画 数 。 在 求 45 的 分 
最 而 对 Fw(Sw) 进行 偏 徽 商 时 ， 要 将 所 有 分 量 表 数 化 成 FP” (二 
X (Si 十 sr) je 式 ， 
多 个 自 变量 的 张 量 函 数 ， 如 (B,C)， (BB, C)， 的 偏 导 
数 2 ，6 了 ，8f ，a 可 按 熟 知 的 显然 方式 定义 . 


88’ ac” 证: 3C 
利用 引 理 73， 我 们 有 
7.12 命题 设 WIA TI :GH (0 是 

线 福 冰 数 , 则 它 移 导 数 是 


Ap = (26) 
a ， 
证 明 根据 (8), 利用 下 式 就 可 证 朋 ， 


Wo + 0) WW(®) tO = wG) tO()0, 
aWw (DD; 0 (')o-e(')o. 


§8 Leibniz 鞭 则 和 和 链 式 法 则 


经 常 需 要 计算 两 个 函数 下 和 G 的 各 种 牙 积 开 ( 玉 , G) 的 导 
数 。 乘 积 可 以 是 数 乘 , 张 其 积 , 缩 并 和 【 7 ) 点 习 等 ， 因 此 ,我们 
一 般 地 考虑 双 线 性 肤 射 : 
好 x FAI TT AINE, Om HF, G). 
设 多 CIs(Y，JF 于 集 , 而 张 量 函数 
FB FAINTH> FD), 
GB TAH TH GCT) 
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的 莱 积 是 
HB TAINTHY OT), GT))Y. 
8.1 定理 (广义 Leibniz 法 则 ) 设 下 ,G 在 TE& 多 可 微 ， 
则 它们 的 乘积 如 一 (所 , G) 在 下 亦 可 微 ,是 


(Ti 思 一 宁 人 )u— nt ) Uv,cT)) 


aG/p 
+ (FCO), 2 Dj)YUe Fy). (1) 
证 明 记 有 单位 元 素 ft .3 (2 和 gE .Fl 在 相应 
的 张 旦 空间 构成 闭 子 集 ， 它 们 的 笛 氏 乘积 也 是 闭 子 桌 。 在 这 个 


溢 积 际 子 集 上 ，1I4P g)i| 达到 极 大 值 以 ,。。 对 于 非 单位 元 素 
Re u(y) A Ge FY), Wi 


和 = 


_F 
IET 
根据 本 的 双 线性 性 质 , 有 
TCF OU 一 TFIIGIRIC o) < MFINGI. 
由 于 好 的 双 线 性 , 上 述 不 等 式 对 已 一 口 或 G 一 0 也 上 成立， 类似 
地 ,可 得 
I 和 (?)o) < won, | (?) vl < mao. 
我 们 注意 到 
F(T + FD+ 人 人 ( jz+ of 站 ， 


ic 


G(T +U) = GCT 十 s(t ? )U + oD), 


上 (全 (的 2 人 人 加 | < web， 


根据 呆 的 双 线 性 ,得 
HT = HT+U), GT 二 Er 


一 dF fp\ 0 
HOFCT} + 2 人 UT (UN ,GT) 


二 


+ JU+ oN)) = HT) + (tl? ) 


GT)) + (FCT), se(F )U) + att. 


根据 {7.8), 就 得 (1).。 口 
我 们 看 到 ,用 抽象 记 法 得 不 出 函数 乘积 的 导数 的 显 式 表示 ,但 


下 因 丰 一 F5GUE SS 国生 国生 ， 划一 一 一 
dFOGN DPI ; De 
( aTr ) Kirs OT Gut PF * 
8.2 推论 (Leibniz 法 则 ) 设 pi ww, 5; ,下 分 别 是 光滑 的 
标量 值 , 启 盟 值 种 仿 射 量 值 陪 数 ,定义 域 为 针 一 【了 CR。 这 时 
pa 一 他 三 十 人 Pp 衬 ， 
2 = gv uw, 
Tu — Tu+ Tr, (2) 
SOT = 37T + ST, 
ST ST+ 了， 
SF =- S$:T + 5:T. 
&3 定理 【 链 式 法 则 ) 设 浒 YY)， 了 A 这 (9 是 
成 范 的 张 量 空间 名 CF ,(9) 和 铭记 9 罗 (3 ) 是 相应 的 开 子 
集 。 给 定 张 旦 函数 . 
Fi (YY), GF = (FY), 
其 中 下 的 值 域 包含 在 入 . 设 只 和 在 分 别 在 了 6 喇 和 天 (TD)E 外 
可 徽 , 则 复合 函数 地 一 GoF 在 并 且 
28 dG 
人 G) 
证 明 根据 (8), 有 
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HCT+4+U) 一 HCOT) 二 5 (7 )Ur olU). (4) 
男 一 方面 多 有 F 
HCT + GFT+U) -G(RT) + + }u 


+o(D) 一 GOFCTD 二 (人 (Cv 


+ oD) + oD) 一 H(T) + 2 人 ( ju 
+ olU). (5) 
比较 (4) 和 (5), 考虑 到 如 的 任意 性 ,根据 (IIL9.11)、 即 得 (3). 
这 里 考虑 到 | 全 (人)。 (OD) < MoU) ~ et. 口 
当 AY) 一 RR 时 ,HG) ~ GLFG)), 我 们 有 
已 一 aE (EF. (6) 
8.4 命题 设 TO) 是 在 TCR 上 的 光滑 仿 射 量 值 函 数 , 则 
T* T=. (7) 
如 果 TCD 在 :ez 可 逆 , 则 
detT 一 《det TIT-*:T. (8) 


证 明 定义 转 置 映射 
( TAIT A TH T= TT 
报 担 《1TL.2.6)， 转 置 是 一 种 线性 映射 。 又 根据 定理 83 和 命 熏 
7.12, 依次 地 有 


d PT 
aT 甩 


-一 > __ at Jj* _ _ 了 _ 本 
T* ra :T= T= (TD™, 
旺 即 (7)。 利 用 (7.21), 又 可 得 
dT 二 (de 7)) :7 一 (det TI)T-*: 字 
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第 VY 章 绝对 微分 学 


$ 1 仿 射 空间 和 欧 氏 空间 


1.1 定义 ” 仿 射 空间 .sr 是 一 个 点 集 ， 定 尽 有 一 个 向 量 空 间 
3 【 称 为 自由 向 量 空间 ) 和 一 个 称 为 点 吾 函 数 的 映射 
Ge Xe F(x YH d(x, ys (1) 
请 足 公 理 : | 
Gi) dr, y) Tt dly, 2) — d{x, s), Vrs ys rE es (2) 
ki) 限制 映射 df X .er 一 :xr， 7 d(x，}) 是 
双 射 的 . 口 
这 样 , ”和 就 完全 确定 .er 的 结构 。 如 果 把 点 差 理 解 为 
“从 一 点 到 另 一 点 的 移动 ”>， 则 公理 (i) 的 傅 义 是 “从 点 * 到 点 》， 
盾 从 点 2 到 点 = 的 移动 等 于 从 点 < 直接 到 点 “的 移动 ~. ， 只 要 在 
《2) 取 < 一 = 一 *Y， 就 得 
1.2 推论 ” 原 地 不 动 的 位 移 是 零 : ， 
dr 一 0 vreerD 03) 
在 {2) 取 zs 一 *, 并 利用 (3), 了 驻 有 
1.3 推论 移动 是 有 向 的 : | 
d{y, x) = —dlr, 7), Yrxs ye [Dl (4) 
公理 全 ) 表示 : 
YrE a; EY, 3 yE um I dlr, y) 一下。 (5) 
换言之 ;从 点 * 榨 动 dr'u， 唯 一 地 人 色 达 点 即 (xz ) 一 dr'a, 
我 们 记 作 


yt 十 (x Y 或 yy 一 + 一 (x, 》). (6) 
1.4 定义 ”自由 向 量 空间 YY" 的 维 数 定义 为 仿 射 空间 -or 的 维 
数 : 


= 0 * 


dim .az: 一 dim 3 7 
1.5 定 尺 wete er， 记 存 序 点 对 为 x 一 (as *)， 一 【a 
9),…… 等 。 这些 点 对 的 全 体 证 为 了 .er :一 和 X ,wy 、 通过 双 
朱 二 在 了 .ez 定 祥 加 法 和 数 乘 如 下 : 
一 
+ d(a, 7)) € Ta, £8) 
gx — glas A) ditad(ay xr)) ET , (9) 
以 而 ，ge 的 向 量 空间 结 构 就 移植 给 7, ,wr ， 向 量 空间 7。 .ex 称 
为 ey 在 < 点 的 切 空 间 。 它 的 元 素 称 为 在 es 点 的 切 向 量 (或 约束 
向 量 )， 有 了 时 也 说 ,作用 在 = 点 的 向 量 . 0 一 4 一 (ns 4) 就 是 零 向 
量 . 与 此 不 同 ，&” 的 元 率 称 为 自由 向 量 . 
1.6 定理 限制 映射 
dT > ow da, *) 
是 线性 映射 ,因而 是 同 构 时 射 *. 
”证明 只 要 将 汉 寺 映射 已 分别 作用 于 (8) 和 (9), 就 得 映射 
志 的 线性 性 质 ， 
ay #1) + (a57)) =— d(a, x) + d(a, y), 
dt{ala, +)) — od(a, x), 
1.7 定义 ”车 伪 射 空间 .ez 的 自由 向 量 空间 区 是 内 积 空 加 ， 
并 且 ”的 内 积 诱导 每 ee .m 的 切 空间 Ter 的 内 积 如 下 : 
Wo 一 das x dns $y), Vos Yo € Teg, (10) 
则 .az 称 为 欧 氏 点) 空间 ， 记 作 卫 (如 果 机 强调 其 维 数 dm 一 
dim .er 一 2， 则 写 E"). 
1.8 定 尽 ”了 欧 氏 空间 卫 任 意 两 点 *。 > 的 距离 定义 为 
dx, J:=1d(r, y)| = |d(y, x)|. 口 (11) 
今后 我 们 将 在 欧 鞭 空间 琅 中 讨论 问题 ， 尽 管 有 许多 性 质 的 讨论 并 
不 需要 内 积 ， 装 然 切 空间 TE 是 向 景 空 间 (甚至 是 内 积 空间 )， 
就 可 在 其 上 定义 各 种 张 量 ,例如 叶 (2)€ ATHE)Y， 对 TB 可 以 


1) 座 向 最 窄 间 到 员 旺 室 间 的 保持 加 蒜 和 数 蒋 的 双 币 变换 ， 
“141. 


应 用 前 几 章 陈述 的 张 量 代数 . 
$ 2 平行 性 和 同 态 扩张 


每 一 点 a€E 有 一 个 切 空 间 7,E， 展 于 森 同 切 空间 的 切 向 量 
和 张 量 不 能 直接 进行 代数 运算 ， 但 可 以 定义 它们 的 平行 性 (其 实 ， 
并 不 需要 欧 儿 里 德 结 构 ,在 仿 射 空 间 就 可 以 定义 平行 性 ，)。 

2.1 定义 ”如 果 

d{a, +) = d(b, »), (1) 

则 一 (a, xr) 称 为 平行 于 一 (5, 让， 记 作 xfg。 显然 
平行 性 有 基 一 种 等 价 关 系 。 口 

两 个 有 序 点 对 的 平行 性 判断 是 通过 点 差 浮 数 映射 到 后 
进行 的 , 而 4 是 仿 射 空间 的 属性 。 因此， 由 上 述 定 义 所 唯一 确定 
的 优 射 空间 ( 欧 氏 空间 ) 的 平行 性 叫 作 和 定然 平行 性 (相对 于 更 一 般 
的 空间 而 言 )。 平 行 性 是 与 度量 无 关 的 和 概念， 应 注意 的 是 ,只 有 当 
0 一 时，d(a, +) 一 ad(5,y) 才 是 平行 条 件 . 

2.2 定理 (平行 穆 动 定理 ) Yb EE; x,€ TE, 39!y, € TEN 


Yu 
证 明 将 号 :作用 于 平行 性 条 件 (1), 得 
(b, 9) = diid(a, 7) BL 3; =— di'dsx,, DD (2) 
{2) 式 的 几何 意义 就 是 号 :号 将 作用 在 点 4 的 切 向 量 * 平行 移动 
至 点 5 而 得 切 向 量 y， 由 于 限制 点 差 冰 数 是 同 构 有 鼎 射 ， 可 以 将 
(2) 反 过 来 , 义 得 . 
x = dnid,y,. (3) 
区 此 ,由 定理 16 和 2.2, 我 们 有 
2.3 推论 Wa, 5 EE 存在 唯一 的 , 满足 条 和 件 (1) 的 同 构 上 映射 
FTE-— ToE:w, Ht-> y;. D 口 (4) 
上 述 上 映射 的 定义 没有 用 超过 空间 性 质 之 外 的 附加 条 性 ， 而 由 空间 
的 属性 上 所 确定 , 称 为 自然 同 构 . 
2.4 推论 EE 的 全 休 点 的 煞 空 闻 自 然 同 构 ， 
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2.5 定理 设 oz， +, y EE, 则 hy ys pb. 

证 明 利用 公理 (i)， 我 们 有 

da, 7) = dla, x) tt dz, 7) = dla, 5) + d(5, y). (5) 
将 zf 的 条 人 性 da x) 一 dt5,y) 代入 (5), 得 d(x, 77) 一 
da 5)。 这 表示 yy 本 。 充 分 性 亦 可 同样 证 归口 

土 述 定理 的 几何 意义 是 : ”对 于 由 sy 6，*，》 构 成 的 四 边 形 ， 
邵 果 两 对 边 平行 , 则 另 两 边 也 平行 , 称 为 平行 四 边 形 , 

2.6 定理 【平行 四 边 形 法 则 ) ”给 定 在 点 4 的 切 向 量 如 和 入。 
取 点 xs， 使 得 zaVY。， 则 a, *, yz 构成 平行 四 边 形 , 并 且 z。 是 
Xs 和 JJ 的 和 向 量 . 

证 明 由 定义 2.1， 假设 zi/3Y 表示 

ce 2) = dla, )). (#6) 
根据 定理 2.5，。 又 得 z,V%， 轩 而 a， x,， ys 构成 平行 四 边 形 . 由 
公理 {1), 有 
dta, sz 一 Ge x) + d(x, #), 
将 56) 代 人 ,得 
d{a,s 2} = dla, 7) + ds, 7y)， (7) 


以 d? 作 用 (7), 并 利用 (1.8), 就 有 
Zs Ys t+ yy, 口 
为 了 定义 张 量 的 平行 性 , 需 将 限制 映射 扩张 。 
2.7 定义 ”限制 点 差 函 数 中 :7 一 2 到 TxE 上 任意 张 
量 空间 的 同 态 扩张 


DF (TE IY), {8) 
按 下 述 条 件 定义 
Pr 一 Dr (- "yy dat,- 1] 
YE) ET ATE); WE TE, (9) 


当 # =1 时 ,DD, 二 d.,. 口 . 
2.8 定理 ”后 态 扩 沽 已 , 是 从 了 F(TsE) 到 Go) 的 同 
构 映 射 。 
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证 明 ”只 需 证 万。 是 线性 和 满 哆 射 ， 根据 定义 (9) 和 张 嚼 的 
加 法 和 数 策 定 义 , 有 
Dlagtx) 十 BE OO, dis) 
— {apr) 十 BPO, es) - 
= oP a ) + PP), 
= oD BC ds ) tt BD WC) 
X Cs des) = (oD BC) 
+ BD ON det, ). 
由 下, wri,… 的 任意 性 ,得 .的 线性 性质 : . 
D(a (x) + BP)) = oDD{r) + BD x), 
VEC), WE FTATE); ay PER: (10) 
由 于 df 是 同 构 上 映射 {定理 1.6), We"€ 9% ”31 wt TE:d,ai 一 
证 ,于 是 ,YY 而 e (2 91 中 (x) EF (TB), 使 得 DD 加 (x) 
一 各， 即 
BO ths) DB dns) 
= BC ,证 Vs ET 了。 
因此 ,存在 道 映 射 . Drz:， 使 得 (x) 一 D 壤 ， 即 
让 (一 口 (CD 


容易 证 明 如 下 定理 
2.9 定理 
D(a 0) 一 (dr 人 Cd) (12) 
Dah ho) = (da Md). (13) 
2.10 定 义 ”如 时 
Do (x) 一 DP ry), (14) 


则 加 Cw) EFATE) 称 为 平行 于 可 GE mv E),， 记 作 
种 (xb 于 (7 由 此 得 平行 移动 算 子 : 

Oy) 一 DBD). OD (15) 
利用 平 称 算 于 、 可 以 将 作用 在 某 点 的 张 量 平行 移动 至 EE 的 任何 
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”$3 仿 射 坐标 系 ， 典 由 基 备 氏 符 标 


如 果 选 定点 Oe 玉 . 和 自由 向 量 空间 9 的 二 -组 协 杰 基 { 呈 1 ， 
则 隐 制 王 点 C 的 点 差 羡 数 do 诱导 出 切 空间 了 gE 的 一 组 基 ( 为 什 
么 是 基 ?) 


tg(ojlg(o) 一 do'g;}. tl) 
并 且 ,我们 有 复合 又 射 野 射 | . 
CIO, {BE ToE— YY 有 一 > 人口 
一 Yo rg) doro = + (x ). C2) 
这 里 考虑 到 限制 映射 的 线性 性 质 : do(xg(0)) = xidogi (0) 一 
x 


3.1 定义 ”二 元 组 CO, {二 )) 在 巨 定 父 一 个 情 射 坐标 每 {x 站 ， 
它 峡 予 EE 的 每 一 点 x 一 个 有 序数 组 (x 站 € R"。 称 为 * 的 《 仿 射 ) 
坐标 。 点 O 称 为 坐标 原点 ,其 坐标 是 (0,…, 2)， 口 

自由 向 量 空间 区 的 协 变 基 {多} 及 其 对 侦 蚌 { 全 }， 通 过 限 
制 点 美 汰 数 的 遵 跌 射 。 不 仅 在 ToB， 而 和 且 可 在 任何 点 * 的 切 罕 间 

YE 诱导 出 两 组 基 ， 
Bx) 一 dg, Ht) = dr C3) 

3.2 定 必 ”由 学 的 固定 的 协 变 基 { 芒 } 诱导 出 是 的 各 点 的 切 
空间 的 基 - {g(r} 称 为 典 则 基 , 

3.3 定理 各 点 典 则 基 {g(x)1 编号 相 问 的 基 向 量 相 互 平行 ， 
各 点 切 空 间 了 :正在 {g(x)} 下 的 度量 张 量 分 量 gitx) 相 司 ,等 
于 区 在场 } 下 的 度量 张 姐 分 其 Bi er 和 {gr(x)} 互 为 
对 偶 基 , 

证 明 击 (3),， 有 dgitx) = 名 二 dG) gr) 
六 0)，Yz，?6E， 根 气度 藤 张 是 协 变 分 量 的 定义 和 定义 1,7, 有 
2 一 BI RN = (dB Nd gs)) | 

一 并 及 = Bi 一 (qd,g(y)) (d,sg; Cy)) 
gy Vr, y EE, 


和 


因而 各 mi {x) 是 常数 ， 利用 定义 17， 又 得 定理 的 最 后 一 个 结 
论 ; . 
gE Cr) = (dg (dg)) = BV 6i. 口 
在 仿 射 坐标 系 fa 下 ， 举 标 为 【0 ，01，xo，0。 0] 
(只 有 第 i 个 坐标 不 下 为 零 而 取 所 有 可 能 值 ) 的 各 点 * 对 应 的 有 序 
点 对 〔0。 zx) 一 rig;(0】 (不 求 和 ) 和 基 疝 量 g:(0) 江 线 ， 这 些 
点 构成 一 条 沿 (LO) 方向 两 边 无 限 延长 的 直线 ， 称 为 xz- 轴 ; 
d(x 一 轴 ) 一 58 遍 )， 居 此 ， 仿 射 沧 标 系 又 称 为 直线 华 标 系 ， 
当 坐 标 原点 和 9” 的 基 分 别 谈 为 0' 和 全 ,| 昌 , 二 A 时 ， 
我 们 得 一 个 新 的 仿 射 坐标 系 fx]。 相 应 的 复合 双 射 耿 射 是 
CD {BE ToE = > Rr (0’, *) 
Yo: x Bl OF> do Tor = EE FF> Cx ). (4) 
在 不 同 仿 射 坐标 系 里 ， 点 x€ 玉 的 华 标 是 不 同 的 ， 现 求 其 转换 公 
式 ， 为 此 , 设 dL0', 0) 一 十 司 ,E or， 根据 公理 (i)、， 有 
dO', rx) = dO0', 0)+ diO, x), 


闭 
rR A tr (dir + A Be. 
从 而 我 们 有 
3.4 定理 ” 当 二 元 组 由 0, 霹 } ) 变 为 《9 ，{ 多 ,})， 即 代 
射 坐 标 系 由 Lzf} 变 为 1z 作 时， 点 +*& 的 坐标 (x) 变 为 (x 人)， 


其 转 炊 法 则 是 
sr Cdetd 人 闪电 口 (5) 
由 (0 ， 荔 小 ) 变 为 (0”， 人 名 mr) 时 ,又 有 
和 A + A (det [LAY] #0). (6) 


变换 157 和 (6) 称 为 仿 射 变换 ， 显 然 , 仿 射 变换 的 全 体 构 成 群 , 称 
为 仿 射 群 ， 若 举 标 原点 不 变 , 则 坐标 的 转换 泪 则 变 成 线性 变换 : 

1 一 区 (73 

这 上 时 有 所 谓 中 心 仿 射 群 ， 变换 47) 相同 于 向 量 逆 变 分 量 的 转换 法 

见 . . . 

35 定 义 若 车 } 是 的 标准 正 交 基 , 则 (0，{ 钨 }) 诱导 


和 


出 的 一 个 特殊 的 仿 射 坐标 系 , 称 为 币 拒 堂 标 内 。 在 锯 民 坐标 系 
里 ,各 点 的 典 则 基 是 标准 正 效 基 , 内 此 笛 氏 坐标 系 也 称 为 直角 坐标 
案 . 从 笛 攻 坐标 (x,) 到 秆 氏 举 标 【xz) 的 转换 靶 则 是 

xz 一 二 (3) 
其 中 [Ax] 是 正 交 矩阵 ， 


$4 张 量 场 


4] 定 尽 ” 定义 在 开 集 CE 的 张 量 场 由 是 一 个 函数 ， 它 
在 每 点 x 《 BU 上 的 全 是 一 个 同类 型 的 张 量 | 
Bx) 一 Ba) gE , 
Bex), | (1) 
如 果 点 zx 的 仿 射 众 标 是 {x 站 , 则 各 在 典 则 基 上 的 省 分 量 Bi . 
是 ”元 《co 的 实 信函 数 ， 张 量 场面 称 为 C" 或 光滑 的 ,如果 
Bi 在 人 上 是 (x 站) 的 CC” 函数 (CY 表示 站 次 连续 可 徽 )， 口 ] 
为 简单 计 , 今 后 只 讨论 光滑 张 量 场 。 我 们 将 用 珊 囊 示 张 量 场 
《作为 整体 ) ,而 更 (*) 由 表示 场 日 在 点 上 的 值 ， 用 .多 (Sr ) 表 
孙 噬 上 的 2 了 画 数 的 全 全 ,而 吕 ( ) 表示 BB 上 的 爹 体 光 滑 
向 量 场 . . . 
名 二 (x) 是 在 不 同 切 空间 Ty EE 的 张 量 空 间 yw (TB) 
的 元 素 一 一 多 重 线性 函数 
BO el) 十 PC) 一 
(xy 二 有 ; 
ulx), OXY ET, E, 
在 上 上 式 , 对 不 同 的 点 *ya 各 可 以 取 不 同 的 值 。 为 了 总 在 光滑 场 
的 范围 内 讨论 问题 ， 我 们 可 以 取 a, 8 是 任意 1,g (BN) 在 
点 xz 上 的 值 , 而 utx》 和 v(x) 风 是 任意 #2E ,党 (和 ) 在 点 
* 上 的 值 。 于 是 我 们 有 | 
Bl, fa go ) = FB, a) + gB ,0,), 
Vi gE (RB ); a VE RU ), (2) 
= tA 


我 们 称 张 若 声 吕 是 多 (dp )- 和 多重 线性 的 ， 只 要 证 住 张 量 场 是 在 
BB 上 逐 点 定义 的 (加 上 光 渤 性 ), 我 们 就 可 以 把 张 最 代数 的 各 种 定 
义 和 结 论 推广 至 张 量 场 . 可 以 将 作用 在 不 同 点 的 张 量 平行 移动 到 
一 个 共同 点 ,然后 进行 代数 运算 ,甚至 进行 像 张 量 函 数 那 样 的 求 导 


数 和 微分 ， 后 者 使 我 们 可 以 得 到 张 量 场 随 点 而 异 的 变化 率 ， 从 而 . 


由 内 积 空间 的 张 量 代数 进入 欧 氏 点 空间 绝对 微分 学 的 领域 ， 
$5 曲线 及 其 速度 向 量 


设 和 :TCR 一 了 :HH>x*ft 基 在 EE 过 点 * 的 光滑 曲线 。 点 
x 的 信 射 坐标 是 x'(z) (对 某 个 确定 的 四 ， 今 在 C6 上 另 了 一点}、 
仿 射 坐标 为 z(tr 十 A1)， 则 在 点 * 有 切身 量 《x,Y) ETsE， 它 在 
9 的 象 是 

d(x, yy) = dlx, 0} + d(0,y) ~ d(0,y)— dto, + 

(ri A) — x 8. 
忆 A 除 上 式 琴 端 , 取 极 陋 , 再 肌 射 回 了 :三 ， 得 上 C 在 点 x 的 速度 向 
量 
_1 d(x, d- dr i 
2 一 (= dl 2 ) 一 d; ( 符 名 ) — si()g(r), (1) 


起 i 


其 中 ( ) 一 二 《 ”)， 可 见 ,C 在 点 * 的 速 尊 向 量 在 典 则 基 上 的 


分 量 就 是 仿 射 坐标 对 曲线 参量 : 的 导数 。 如 果 理 解 C 是 动 点 * 在 
E 的 运动 轨迹 ，+ 二 时 间 ， 则 x 就 是 和 名 符 其 实 的 动 点 * 的 速度 向 
量 . 沿 同一 曲线 C， 动 点 = 的 运动 速率 可 以 是 未 同 的 ， 这 相当 于 
参量 上 换 汐 上 一 ! 玉 0， 这 时 就 有 Ci > xCt1))， 相应 的 速度 
向 量 是 


dx at 二 (一 上 (7 


可 厚 , 参 量 的 改变 只 改变 速度 向 最 的 长 度 , 而 不 改变 其 方向 , . 速度 
向 量 总 是 切 于 曲线 C. 另 一 方面 ， 在 点 * 具有 相同 切 向 量 的 曲线 
不 止 一 条 ,它们 构成 一 个 等 价 类 , 记 为 [C]， 
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中 可 张 制 


$6 张 量 场 的 绝对 微分 和 梯度 


设 史 是 av 上 的 + 十 : 阶 张 量 场 ， 像 $ 4 最 后 所 说 , 把 包含 
国定 点 * 的 邻 域 的 各 点 + 十 wu 上 的 张 量 作 (x 十 四) 平行 移动 至 
点 *， 我 们 就 得 到 在 7。 EE 上 的 张 量 值 函 数 -De (x 十 中)， 
其 自 变量 是 me 了 ,EE。 求 这 个 函数 在 一。 上 的 微分 ,就 得 

6.1 定义 ” 张 量 场 路 在 点 * 在 we 了 ,E 上 的 绝对 微分 定义 为 

Db; a): = tm DE DrmPlr + su) — Bs) 


3 


| 二 CDAD, B(x 十 48] ) | yo。 DD (1) 


从 定义 可 以 厦 册 ， 生 (> e) 和 出 (*) 是 同型 的 张 量 。 

6.2 定理 ” 张 最 场 更 在 点 * 在 e 上 的 绝对 握 分 线性 依赖 于 ua。 
因而 ， 根 据 第 IV 章 引 理 73， 存 在 比 风 (*) 高 一 阶 的 张 量 【 币 四 
x) 或 (8 四 宙 ] Cx)， 使 得 它们 或 左 点 绞 后 给 出 绝对 微分 : 

Dr; Hn) = (POV 一 u(VOB)). (2) 

证 明 ”只 要 通过 计算 即 可 证 明 线 和 性 依 赖 性 。 Yae, A ER, ua， 

vtETE, 


D(x; ou + po) 
= lim DD sontendlr 十 so 十 有 pp 一 [AE 


Fs—*0 


olim [Di Ds setosh tl 十 07 十 ou ) | 


一 DiliovD ,etx 十 78D)] /or 
+ lim x Pe spv) 一 Bx) 
To 5$ 


一 eDP(r; Hu) + BD@Ux; 2), 

6.3 定义 ”对 于 + 十/ 阶 张 量 场 融 ， + 二:s 十 1 阶 张 量 场 
事 罗 YF 入 名 外 称 为 轩 的 右 和 在 梯度 . “四 多 和 “WO” 可 以 
看 作 是 对 张 量 场 的 一 种 运算 .“W” 称 为 Hamilton 算 子 ， 伍 有 
Hy“nabla” 的 。 口 


i 


右 和 左 梯 度 一 般 是 不 相等 的 


OV OD. (3) 
标量 少数 1 是 等 阶 张 量 场 ,其 右 和 左 梯 度 相 等 
y= Vi (4) 


是 一 个 向 基 场 ， 相 等 的 根据 是 内 积 的 对 称 性 : 
D(x; wn) = (fy) fT = uv te). 
对 于 标量 场 ,梯度 运 算 不 用 张 量 积 符号 “名” 
条 和 定理 ”向量 场 v 的 右 和 左 梯度 是 仿 射 量 场 外交 和 了 四 
5, 它们 互 为 转 置 . 
VO 一 (OF, vv — (vO, (5) 
证 明 从 下 述 关 系 
Dolr; 在 一 【站 国有 和 一 HBOV) (x) 
-uv ow) = (VOU ra, 
仿 射 量 转 置 的 性 质 及 严 的 任意 性 即 得 (5). 
6.5 定理 ” 右 和 左 梯度 运算 是 线性 的 , 且 满足 修正 的 Leibniz 


法 则 ; 
(i) Ye, 8E RR 和 同 阶 的 张 量 场 更 , 六 ， 有 
(op + BE)OV 一 a BOV) + BP DV), (6) 
有 四 (ao 出 十 PP) 一 ov OB + PVOW; (7) 


位 ) 设 更 和 姬 分 别 是 和 9? 阶 张 量 场 , 则 
(POPRVY 一 TAIPEIEV) 十 POPOV), (3) 
VOGEL VOPR)EOP 十 TPOVEP)), 9) 


fs ps fo "9 jr} 
如 1. ， ， ,js 
srtps ts fo "sy 
CC) 
Te 
tis stpy ty ls "sy 14 


证 明 ”应 用 定义 6.1， 考 虑 到 同 态 扩张 是 线性 算 子 ,我 们 有 
Dlod + W)Cxr; wu) 
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DiD, ,mot 4 PP T+ su) — (od + PW) CD 


iD DiD, ,rmbtlx 十 sa) 一 B(x) 


tplim 


DD, attr 十 su) Wr) 
fo 4 

. 一 aDglxr; u) 十 EDLr; a). {10) 
利用 (2), 由 a 的 任意 性 ,就 得 (5) 和 (7)。 现 证 《ii)。 由 于 
D{B OP) Cr; Hu) 


= iim DD ra BE (x + su) 一 (BEPC 
总 


一 lim [CDAD, wl 于 sD D, a(x 
t soa)) — BI OD DB t+ sa))]/s 
+4 fm OBDT Da + su) — Be) BPC:) 


Ct 看 


== lim | 十 S01) 一 Br) 


了 中 本 


@(DrzD:m(z 十 oa)| 
DD, ,B(x 十 su) Wr) 


本 


二 Lr) DD lim 


= DOr; a) BV) 十 Br ODP; u). 《1 
利用 (C2) ,Yay Hy Dy Wes HE TE， 上 式 给 岂 | 
(BOVITYI I DB) 
— (PCP IOVTI I 0 Vg) 
— (POT BPr) + BOPOV) Ce a)) 
X {th py Drs vr) 一 ((BEOVIC (RR, 
x ps EPE Cs V4) + PB) ms, ep) 
x {BOTII CD Vay gi) ultg) 
= (BOVE ,ps Bis Di Wg) 
t+ (BOOVI Ups Vs Was Bi)) 
x 如 本) (TACBOV)TY) CE) TT (BOWOV)) 


5 1 日 


x 《xD (rn "Vp Bs Ue, Bia(g), 
俯 而 
BEY)IOV Na (TA ROVEP) 
十 OVOVY) rn, 
诗 此 即 得 (8)。(9) 式 亦 可 类 似 地 江 明 、 口 


设 Ze (9) 让 单位 仿 射 浊 ， 吕 De 9 记 和 一 d7'a， 
ov 一 dzi0， 则 Yx& ,了 的 同 态 扩 张 D7 了 由 下 式 定义 
fu, 0) = Dr ladsria, dri0) = Dr a, v), (12) 
另 一 方面 ,根据 的 内 积 定义 ,有 
Ha, 0 一 也 一 加 一 dr 
= un— 于 一 i,v). (13) 
比较 (12) 和 (13), 由 sv 的 任意 性 ( 因 eye 为 任意 ,而 di: 是 


间 构 观 射 ), 可 知 单位 自由 仿 射 僵 诱导 出 马 的 单位 仿 射 量 场 ， 它 
是 一 个 平行 ( 即 询 匀 ) 仿 射 量 场 。 因此 ,有 
6.6 定理 设 1 是 EE 的 单位 仿 射 量 场 , 则 
Dlx; a} — OO, C14) 
iv = vel= 0. 口 - (C15) 
根据 Eddington 张 生 的 定义 和 (2.13), 我 们 又 得 , >” 的 自由 
Rddington 张 量 诱导 出 玉 的 Eddington 张 量 场 €, 它 也 是 一 个 平行 


#- 形 式 场 ， 因 而 ， 
6.7 定理 设 和 是 马 的 Eddington 张 量 场 , 则 
DE(lx; un) = O, (16) 
. <cEBVT 一 VOE 一 口 《17) 
6.8 定理 ” 张 量 场 旬 的 右 和 左 梯度 在 典 则 基 上 有 表示 式 : 
POV 一 本 (18) 
VEE OD BOR", (19) 


其 中 a 和 “Be”* 均 表 示 “Bj Oxt?. 
证 明 ”应 用 (1); 和 辣 态 扩张 的 性 质 ,对 每 点 * 育 
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DOlx; ua) 一 号 (站 了 有 DG 
时 


+ ow air st | 
ES (Ps rt st)) | og CI DB Dn) 


= Pir ata (OD Dai(x) 
一 【全 人 的 有 tf 
x {ig; {x)) 【aa 有; (Cx) 氏 本 加 
多 gD gr ), 
出 万 的 性 意 性 ,和 (2) 比较 , 即 得 C18) 和 (19). 口 
DD 中 tx; nu) 是 张 量 场 国信 点 x 到 点 + 十 开 增 量 的 线 姓 主 部 . 
如 果 揣 是 过 点 * 的 基 曲 线 C 的 速度 商量 *#， 则 DB (x; #) 就 是 
事 随 着 动 点 * 沿 CC 的 变化 率 。 为 了 求 得 惠 的 绝对 微分 Dg (x; 
za， 只 训 将 看 的 右 或 左 梯度 ， 按 (2) 厂 或 左 作 用 于 ua。 因此 ， 
只 人 OV 或 定名 圳 完全 刻 划 了 张 最 场 吓 在 各 点 的 变化 情况 。 从 
(18) 和 (19) 可 以 看 到 ， 梯 度 在 典 则 基 上 的 分 量 就 是 各 的 相应 分 
量 的 篇 导数 ， 


$7 曲线 坐标 系 和 自然 局 部 基 


为 了 适应 其 体 问 题 区 域 边界 的 形状 ,往往 引进 曲线 坐标 系 ,本 
节 将 般 述 一 般 盟 钱 举 标 系 的 理论 .为 此 , 先 回 需 一 个 直线 坐标 系 的 
引进 。 

由 于 到 的 欧 几 里 德 结构 (其实 只 需 仿 射 空间 的 结构 ), 存在 一 
个 二 元 组 〈9，{ 记 站 ,使 得 xE 王 和 (x 站 € BR*” 一 一 对 应 ; + ~ 
Cx) ， 从 【0O，{ 吕 }) 出 发 ,区 可 得 到 无 穷 多 个 优 射 华 标 系 . 例如 ， 
对 《0 ，8r 六， 满足 


Br = A! 在 ;， det[ Ar] 汉 0， (1) 
又 有 才 )， 两 组 坐标 的 关系 是 
- yA 十 A (2Y 
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这 些 关系 可 用 下 图 表示 
C0, {BD Sr ~ (x) 


Kab te 
CO, {Br ) Br ~ (x ) 


对 于 给 定 的 点 x EE, 从 《0， {名 }》 到 x* ~ 《x 站 可 以 通过 CC 或 
等 价 邮 通过 (1), C', (2))， 如 果 将 后 一 过 程 的 方向 反 过 米 . 从 
优 射 坐标 系 {x 和 } 出 发 ,利用 (2) 取 x 一 0 的 点 作为 0 ， 求 
[47] 的 逆 [4%]， 从 而 又 有 (1), 于 是 就 得 (0’，{E-))， 它 和 
(0O，{ 才 :}) 的 关系 仍然 是 (1)}， 缚 果 是 一 致 的 。 关键 是 首先 存在 
二 元 组 (0，{&})， 并 由 此 而 得 x ~ (x) 
如 杂 在 上 述 的 逆 过 程 中 ,以 任意 前 数 
x = x i) (3) 
代替 优 射 变换 【2).， 一 般 得 不 到 一 一 对 应 的 关系 * ~ (〔( 太 )， 更 
谈 不 上 大 在 对 应 的 二 元 组 ,这 时 【所 ) 就 想不到 点 的 标志 的 作用 ， 
但 是 ,如 果 (3) 满足 某 坚 条 件 , 一 一 对 应 的 关系 还 是 可 以 达到 的 。 
7.1 定义 设 1xi} 是 仿 射 坐标 系 。 
x! r(x) (4) 
是 在 某 连 通 区 域 和 CE 内 竟 半 值 可 逆光 滑冰 数 。 即 在 弧 ? 内 存 
在 反 涌 数 


ri = rir), . (5) 
并 且 也 是 单 值 和 光滑 的 。 这 时 在 整个 区 域内 
Ox Ox : 
de | $7 | =。%， dt [部 -| #0. (6) 


车 (4) 不 退化 为 念 射 变换 , 则 (x*) 称 为 点 * 的 曲线 坐标 , 并 说 ， 
{4) 在 叙 / 定义 了 一 个 曲线 坐标 系 . 口 

这 时 ,如 果 只 恋 动 一 个 坐标 所 . 则 所 有 这 些 点 在 EE 的 轨迹 
一 般 不 再 是 直线 ,而 是 一 条 曲线 ;, 称 为 好 举 标 线 。 当 然 , 不 排 
除 某 些 坐 标 线 仍然 是 直线 ， 

如 果 在 每 Ts;E 取 由 某 {&@n} 诱导 出 来 的 典 则 基 ， 则 我 们 没 
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有 发 挥 曲 线 学 标 系 的 作用 而 回 到 仿 射 举 和 妹 系 。 因 此 ， 必 须 选 择 与 
归 线 坐标 系 杠 对 应 的 基 ， 
7.2 定义 设 1gi(x)} 是 TE 的 典 则 基 , 则 
{gr) g(r) 一 Ais g(x) } (7) 
称 为 曲线 坐标 系 {x”) 的 自然 局 部 基 , 基 中 
4h(s): 一 8 及 4): 一 
Dx’ lr 
曲线 坐标 系 唯一 确定 自然 局 部 基 {grtx)}，。 由 于 转换 系数 
(8) 随 点 而 异 , 各 点 局 部 基 相 同 编号 的 基 疝 量 已 一 般 不 再 平行 , 因 
而 不 能 统一 此 由 一 个 二 元 组 来 诱导 。 公式 (7) 直接 给 出 自然 局 部 


LL] {8) 


Ox 
站 下 


上 


基 基 铅 量 的 几何 意义 : grtw) 有 是” 上 坐 奈 曲线 

R-Frtr’ > x (x) (9) 
在 点 * 的 速度 向 量 ( 以 坐标 +* 作为 参量 如 

ge) = ox (x) Bis), {10) 


Dr: 
男 -~… 种 (经 典 和 的 ) 几何 意义 是 gi (x) 是 沿 x 


坐标 曲线 向 


人 Br} 


nr 二 


径 x* 一 (D0D ;+) 对 该 坐标 的 偏 导 数 。 在 本 书 的 体系 ,这 个 偏 导数 
是 作用 在 原点 口 的 向 量 , 还 应 平行 移动 至 点 x 才 得 (图 2) 


gr — drid, 2 — dr'd, or 8(0)) 


— diid, (2 gi(0)) ~ A A gC) 
设 
x ,det [ 关 ; |*0 (11) 


定义 另 一 曲线 坐标 系 【x“}， 央 将 (5) 代 人 (11), 可 得 两 曲线 坐 
标的 关系 


wx), det | a | 过 0. (12) 
Bx! 


{x”} 的 自然 局 部 基 的 基 疝 最 为 
gr(o) 一 2 (x) g(x) 一 0 gCs) 
x Dx’ Or 


— 入 《用 Cx). 《13) 
可 见 ,任意 两 曲线 坐标 系 的 自然 局 部 基 的 转换 关系 仍 为 
gi = Ag As Or 4) 
Dr 
作为 T.E 的 基 ， {grtlx)} 诱导 出 道 变 基 {gr Cr 和 度量 
张 量 的 协 变 和 逆 变 分 量 
Brx)} = BN RN Er = gs). (15) 
它们 也 都 随 点 而 异 , - 


只 要 应 用 (5.1) 和 (10), 在 {x*} 里 , 可 得 曲线 C:2H> 
xz) 或 1 > xi(xi (nn) 在 点 x 的 速度 向 量 的 表达 式 


Ri) = gx). (16) 


它 和 对 仿 射 坐标 系 时 出 的 (5.1) 形式 相同 : 不 管 什 么 坐标 系 ， 只 
楼 将 坐标 对 和 参量 + 求 导数 ,就 得 速度 向 直 在 自然 局 部 基 绚 分 量 ( 典 
则 基 可 以 看 作 一 竹 特 殊 的 局 部 基 )。 
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例 。 忆 : 的 极 坐标 系 {r 一 和 ;9 一 **1 的 自然 局 部 基 和 度量 
张 量 . 

取 笛 氏 坐 标 系 {x 一 *+，y 一 x*}， 其 典 则 基 是 fg (CeNi 
g(x)YV7 1， 其 中 {i 六 是 坐标 原点 切 空 间 的 慰 准 正 交 基 ， 极 坐 
标 和 笛 氏 坐标 的 变换 公式 x' 一 wz) 是 


于 一 六 cos 有 ， y=—= 7 sing, (17) 
这 时 
Br px 
， Br 60 cos 上 —r sing 
L4$] 一 -上 | 
7 By sint rcosD 
Dr B88 
根据 (7) 和 (135) 式 ,有 
Bi 一 Alg: 十 人 一 cos 上 十 sindy, } C18) 
#2 一 -Ag 一 /A = 一 + sinBi 十 cose7) 
1 0 .11 0]. 
Lger1— | | Le 1 |. (19) 
站 r 0 i 


{18) 的 最 后 等 式 有 和 本 书 体系 不 一 致 之 处 , 但 适应 通常 的 直 
观 写 法 。 可 以 看 到 ,对 应 于 -曲线 的 基 向 量 gr 与 7 无关， 而 6- 
曲线 的 基 间 最" 的 长 度 和 * 成 正比 (等 于 +, 见 图 3)。 
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§8 协 变 导数 , 谱 络 系数 和 Christoffel 符号 


谋 曲 线 坐标 系 {x"}， 将 张 量 场 而 在 每 点 的 值 更 (*) 在 该 点 
的 自然 局 部 基 上 分 解 , 整 体 地 仿 有 表示 式 


$= OY, gr Rei. (1) 


现在 问题 是 : 张 量 分 析 中 的 基本 量 一 一 张 量 场 看 的 梯度 POV 
和 和 VW@B 在 【x"} 如 何 表 达 ， 

$8.1 定理 ” 设 在 如 有 仿 射 耸 标 系 {x 车 ， 则 在 曲线 坐标 系 {x"} 
里 , (1) 式 的 张 量 场 甸 和 有 和 和 庄 恬 度 的 表达 吉大 


Ev = i Li /1 "Dera (2) 
和 
VB — vuD' ,gt Be .Ber, (3) 
其 中 
Fi 1 
下 全 EE Va 加 四 本 
一 ". + 全， Le Bm 7 
! p=1 
一 DB. (4) 
gqg=l 
和 
:np 六 x A 
Ti -一 一 ， 【5 
人 Or’ DOr’ Dr - 


分 别 和 为 鲁 汐 协 变 导数 和 胆 线 织 未 系 {x”} 的 联络 系数 。 [J 
有 如 Bx ) 三 ( ):， 上 面 用 到 了 Vat ) 三 ( jw. 
证 明 为 简单 计 ， 上 只 对 二 阶 张 量 场 昌 一 中 178i 8g 进行 证 

了 明 。 类 似 于 定理 6.8 的 证 明 ,，Yxe 2 ， 有 


” 15， 


I= lm DD,muBlr + fu) 一 Px) 
P| Eg 


= lm [B(x + sDrD ,sal gi sag {x + su)) 


Ei 


一 Bx) gr Dg Cr) fs 


-= lim [te es ee )( :uD Da B(x 十 sw} 


; 。 Ox’ xr 
区 到 Ts (e 六 2 
Sr T sm) ‘Br’ Axi 


x Wa Re | fs 


,, Dx: Hx’ 机 Br: Hr’ 
1 (e "Br Brt ) (x 二 su) 一 (e Pr dr (x) 
= lm 于 2 ) 


| 本 


X gx) OEE) 


:Ox 2< ) ， 
= | Bi,, 一 Rpg. 1 
( "Bri De) (Cx) ut gx) DE Cx) 


， Or 2 Bx’ Oxi : T 
— ||",, - ~ A gr a Cx). 
(( Br Bn i Be 2 Co BGS Ce 
外 此 得 


ff Ox Bx” Hr Ox jp» : 
22V 一 (so "ar 2 ) Dr Bur 有 四 8 DE". (6) 


_ 8. (87) 一 站 (3 Bx 一 Ox” Dixi 
Bart \ Ori Ov Dxi OrtDri 


+ O80 (2 ), 
Br Dr “Dr! 


引信 的 分 量 可 改 号 为 


» Or: Or” Bar’ Ori _ [pr Hx’ Hr’ 
全 i 7 - - yy 全 i - 
Ox” rid Bx’ Hr Ox Bx 

ep 
Ox dr" Ox Br” xt “Gr! 


Go 6x (7) 
” Oxi Prk’'Dri 


引进 联络 系数 (5)， 并 称 钊 BY 的 分 量 为 协 变 导数 (4) ， 得 


Bip SE Bp Tn" — Th py. (8) 
于 是 ,我 们 有 | | 
BOF = Piva Hat. (9) 
类 假 地 也 有 
可 多 人 一 gt Og Dg. C10) 


对 于 一 般 的 张 党 场 ,用 辣 法 可 得 (2) 和 C3), [J] 

从 {5) 可 知 , 联 络 系 数 关 于 两 下 标 为 对 称 

Dire 一 了 {11) 

我 们 注意 到 、 张 量 场 梯度 或 协 变 导数 的 定义 没有 用 到 空 阐 的 
度量 性 质 ( 内 积 ). : 

如 果 {x*} 也 是 仿 射 坐标 系 , 则 x 一 x(x”) 是 仿 射 变换 , 这 
时 , (5) 中 的 二 阶 导 数 为 零 ， 从 而 所 有 联络 系数 消 兴 , (4) 右 端 只 
余下 第 一 项 ,即兴 变 导 数 退 化 为 偏 导数 ， 因 此 , (2) 和 (3) 式 是 普 
送 的 ,对 于 包 按 仿 射 徐 标 系 在 内 的 一 切 谷 标 系 有 效 ， 

当 囊 是 平行 张 最 场 ， 则 按 定 义 D(x; WD) = 器 ， WxE 0 ; 


ae 了.E， 由 此 得 四 @V 一 0， 即 g vi 一 0。 在 仿 射 坐标 
系 ,平行 场 的 各 分 量 相等 , 即 各 偏 导数 Bt 一 0。 在 曲线 全 
标 系 里 。@ nk 一 0 并 无 几何 意义 ,分 量 相等 不 意味 锡 是 平 


行 场 , 因 协 变 导 数 表达 式 还 包含 反 疾 坐标 系 性 质 的 联 综 系数 TY ， 
因此 ,从 分 量 上 看 ,判断 张 量 场 的 平行 性 ，TYmw 起 重要 作用 , 起 联 
禾 各 点 的 量 的 作用 :, 故 称 为 联络 系数 ， 

在 仿 射 坐标 系 : 仿 导数 是 一 种 几何 运算 , 即 作用 在 张 量 分 量 的 
结果 仍 是 张 量 分 重 。 但 在 一 般 坐 标 系 (包括 曲线 和 直线 )， 苏 变 微 
商 寺 是 几何 运算 。 二 癌 F 的 分 量 是 看 的 分 量 的 协 变 导数 ， 和 既然 
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是 张 量 分 瑟 ,就 可 以 通过 ”指标 游戏 ”形式 地 定义 “ 逆 变 导数 *: 


PD ,BE (12) 
fi js 站 
从 而 我 们 有 
POV— Oe gD Reig (13) 
VHP = VD, BOE -下 时. (14) 


如 果 青 考虑 另 一 一 个 前 线 些 标 系 {xw"}， 则 下 述 定 漂 给 出 两 曲 
线 坐 你 系 的 联络 系数 的 转换 落 则 。 

8.2 定理 ”从 曲线 坐标 系 {x"} 到 曲线 坐 际 系 {x”}， 联络 系 
数 的 转换 法 则 是 


Ti 一 A AP ARS TI + AN BAe (15) 
oo 区 一 一 A Ak Ar , (16) 
其 中 
A A (17) 
Dri Or’ - 


可 见 , 联 络 系数 不 是 张 量 场 的 分 量 ， 
证 明 把 x 一 w(x ) 一 x (x(x)) 作为 复合 阔 数 , 按 定 
义 , 有 


Ox” Bi ar Ox" Hx’ © (2 3 
Or: Ori'Drt” ar’ Or Bx’ Or! ‘rt Ort” 


_ Oxr'” Br’ Oxt (2 [a ) 二 2 dx" 
Br’ Bai DBxt \ Or’ Ox xt Dx’ Ox 


Br Ox 


Ox*” Oxi Dra” 


rs’ 
i = 


考虑 到 (17) 和 1 A 一 沁 ， 即 得 (15)， 又 沽 看 到 
“一 py 一 OA AN) 一 和 Ah 二 Bird 
Bp Al 一 —AR A Oi AY, 
(15) 式 右 端 第 二 项 可 忙 成 
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Dj 一 
此 敢 《15) 式 的 第 二 项 。 口 

虽然 联络 系数 的 定义 与 度量 无 关 , 但 是 ,空间 一 旦 引进 内 积 ， 
则 联络 系数 就 完全 由 度量 张 量 所 确定 ， 

8.3 定 义 设 {x } 是 记 的 曲线 坐标 系 ， 在 自然 局 部 基 下 ， 其 
度量 张 最 的 协 变 分 量 是 gx:， 第 一 类 Christoffel 符号 定 尽 为 


1 
Tirirkr Ld 也 【有 十 有 一 Bi 。 (18) 


$.4 定理 ”联络 系数 可 由 度 最 张 量 分 量 家 达 ， 并 称 为 第 二 业 
Christoffel 符号 , 


r 1 ror rir 
rh, 一 2 BF 【ip 十 Epi — Brepr) 一 gEP 了 rp {19) 


于 是 也 有 
Puy 一 spJyh 口 (20) 
-从 (20) 可 以 看 到 ， 由 于 了 蕊 ， 不 是 张 量 分 量 ， 了 Tu 也 不 是 
张 量 分 量 。 
证 明 设 在 仿 射 坐标 系 x’} 下 的 度量 张 量 协 变 分 量 为 8 一 


const, ， 由 


Dx Oxi 
gi 6 .95 C21) 
从 (5) 得 
Hr Or 
Tir =— - -, 22 
BF * dr’ Or (22) 


将 (21) 对 好 求 导 ， 并 利用 (227， 我 们 有 
Ox xi Bix! Bx ) 
1 i - 十 - i 
Sik Bi (GG Bx Ort Or Or 
( Ox po, Or 二 Or rr 2 
Or?” GE rs dx" 


= go kris 十 gpm 了 rs 
将 上 式 指标 轮换 一 了 一 A 一， 并 妊 上 式 变 号 ,得 


“1 


-iri kr == — go Tt -一 gprirT kt, 
BR BarieT tris 十 pr Tbs, 
Rin EpirT PRs + 下 
三 式 放 加 ,考虑 到 联络 系数 的 对 称 性 ,得 


gtr TH 一 (Bi ate 一 8) Jp 
将 指标 提升 ,就 得 (19)， 
8.5 命题 ”第 一 ,二 类 Christoffel 符号 有 几何 意义 ， 它 们 分 界 


是 点 * 向 径 x 对 曲线 坐标 的 二 阶 妨 导数 平移 至 点 * 后 在 逆 变 利 
协 变 基 上 的 分 解 系数 . 


Tele) = gules) (dd 一 a ee Sp), (23) 
ke _ _ Ox 
Thy (Cx) Et {xy (a 1d, sr) (24) 


证 明 人 


一 ! 0 OwgA(0)) dr’ -dd gO 
de'd. x’ 二 ed, Dr’ ri GEE de dogi(0) 
2 了 
= Free +) 一 Fr 2 gx), (25) 


以 g*(x) 点 乘 上 式 两 端 , 即 得 (24)， 根 据 (20), 又 得 (23) 
Tw lr) 一 gue) TY Cx) 一 gungr ‘Old md, oy) 


~ gute) (dia ,er). 口 


下 面 为 了 书写 简单 ，{x'} 表示 曲线 坐标 系 。 
8.6 推论 ” 协 变 { 道 变 ) 微 商 是 线性 运算 , 旦 满足 Leibniz 法 则 : 
(9) (CaP tp ri ) Dr BB Th 
(26) 
CG) CPi = Dip 2 
证 明 水 推论 是 定理 6.5 的 分 量 表 现 。 也 可 直接 用 协 变 导 数 
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的 -一般 公式 {4) 进行 证 明 。 
8.7 命题 ” 缩 并 和 协 变 徽 商 的 次 序 可 交换 . 
证 明 ”为 简单 计 , 在 《27 中 取 P 一 2,3 一 1， 得 
(oirpo), 一 itpy 十 ppg 
将 上 和 式 右 端 对 指标 《, f 进行 缩 并 ,得 
Pig + pi ds (28) 
现 先进 行 缩 并 ,然后 进行 协 变 微 商 
Cpr), = Cp hs) + Tog" 
一 Pid, rs Th tt Th pi — Tpit 
= (pT Thp™ + Toh) + pbs — Th) 
结果 和 (28) 相同 . 口 
作为 定理 5.7 和 6.8 的 分 量 表现 【也 可 直接 用 (427 证明)， 又 


有 
3.8 推论 
Bik 0, 510， 0 (Ricei sl 理 )， . (29) 
or 0， gi 一 0, 00 30} 
这 样 , 对 于 协 变 微 商 ， 度 量 张 朋 和 Eddington 张 景 的 分 量 有 如 沾 
数 , 可 以 移 进 或 移出 协 变 微 商 窟 内 或 外 ,如 
【Err 全) 一 Birp' ke 


$9 非 完整 系 


虽然 自然 局 部 基 直 接 由 曲线 华 标 系 导 乌 ， 能 适应 具体 区 域 边 
界 的 形 闫 ,但 做 有 不 理想 之 处 ,例如 在 57 的 例 的 gx 的 长 度 随 > 
市 变化， 更 主要 的 缺陷 是 ， 并 非 每 二 向 记者 是 无 量 钢 的 ， 上 面 提 
及 的 例 的 品 , 是 无 量 岗 的 ,大 gz 则 具有 长 度量 纲 . 于 是 , 一 个 代表 
一 定 物理 节 的 张 量 在 这 样 的 基 . 上 的 分 量 并 不 都 具有 和 该 物理 量 相 
间 的 看 纲 ， 这 对 讨论 物理 间 题 是 不 方便 的 。 有 必要 对 自然 局 部 基 
作 适 当 收 直 ; 使 既 能 适应 引进 的 曲线 坐标 系 ,而 且 每 个 基 向 量 是 无 
量 岗 的 。 解 决 天 法 是 对 自然 局 部 基 标 准 化 .但 这 又 导致 新 的 问题 ， 
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为 了 处 理 这 新 间 题 ,得 先 讨论 一 般 的 非 完 整 系 理 论 ， 
设 {x'} 是 出线 坐标 系 ，、{ gi} 是 它 的 自然 局 部 基 。 谈 另 有 昌 
线 坐 标 系 1xz 1: 


一 {1) 

它 的 自然 局 部 基 可 由 (7.13) 公 式 
ge] 一 -xz (GE (2) 

Dx 


产生 ， 
现在 将 这 过 程 反 过 来 : 在 每 点 *E UW CE 给 定 一 组 基 【gi 
《sz ， 即 给 定 玖 数 
Air = Aix), det[ 和] 天 0 ‘3) 
使 得 
Ei) 一 A gl). {4) 
问题 : 是 否 存在 #* 个 曾 数 (1), 使 得 给 定 的 【gw 就 是 1) 的 自 
然 局 部 基 。 问 题 归结 为 方程 组 


Br’ i 
-= 5 
eid (5) 


的 可 积 性 。 

9 定 ”在 每 点 x+& BW CE 给 定 的 局 部 基 {g(x)} 的 全 
体 称 为 和 的 一 个 完整 系 (holonomic system)， 如 果 它 是 其 
曲线 坐标 系 {x”} 的 自然 局 部 基 ， 否则 称 为 非 完整 系 (anholo- 
nomic system), 

今后 对 预先 给 定 的 局 部 基 (不 论 完 整 与 非 完 整 】 均 用 大 号 指 
标 。 委 据 前 面 所 述 和 数学 分 析 的 常识 ,显然 有 下 述 定理 . 

9.2 定理 设 {zi) 是 曲线 学 标 系 ，!{ 8 是 它 的 自然 局 部 基 , 


{gilg: = Aigi:, det [A1] 0} (6) 
是 完整 系 ( 到 存在 曲线 坐标 系 {fx} ， 第 得 它 是 该 坐标 系 的 自然 局 
部 基 ), 当 且 仅 当 满 足下 述 条 件 之 一 : 
ti) 方程 组 C7) 可 积 : 
ex 一 和。 (7) 
日 六 
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(i) 4idx” 是 全 微分 ， 


(Ci) BA = OAL EB BGAN=0. (8) 
车 (6) 是 完整 系 , 对 应 的 曲线 坐标 系 {x'} 由 线 积分 
ri(x) 二 f 人 (9) 


给 出 ,准确 到 某 个 点 x 的 坐标 和 值 ， 口 
如 果 {gi} 是 非 完 整 系 ， 张 量 场 在 各 点 的 值 仍 可 就 地 在 各 局 
部 基 上 分 解 而 用 分 景 进行 代数 运算 .例如 
-PgR 一 Pg, C10) 
8 一 和 C11) 
问题 发 生 在 分 析 上 : 如 何 求 更 外 交 在 8 的 分 最 表达 式 ， 由 
前 面 已 知 ， 二 他 六 的 分 最 是 协 变 导数 , 它 包 含 对 坐标 的 偏 导数 和 
联络 系数 .对 于 非 完 整 系 ,不 存在 内 标 系 ,就 谈 不 上 对 坐标 求 导数 ， 
联络 系数 也 没有 定 必 ， 克 服 这 商 个 困难 的 关键 在 于 将 心 导数 的 概 
念 进行 推广 。 为 此 ， 我 们 从 另 一 角度 进攻 这 个 问题 ， 暂 且 形 式 地 
写 


POV—= Pkg BH De. (12) 
中 i .x 既然 是 张 量 场 的 分 旱 , 自 然 满足 转换 法 则 : 
Dg A A A = A AAD + TB" — TA) 
一 ARCALAIDI) — AAO A 一 后 
于 AATALT OD — AlANALTED B's. (13) 
利用 
0 = (CASAS) 一 OASAS + AOLAS, 
Bi 一 A AFOLAS ~ — A ALDLAS, 
将 (13) 右 端 第 三 项 改写 为 十 人 4A144A$0443@';， 青 利用 5 一 
48， 加 一 本 从 将 (13) 最 终 写 成 
Dg CA AA 一 AALAND A DS, 
— CASALAITE 一 ALAN BOLAND'. C14} 
上 式 括 号 中 的 项 和 联络 系数 的 转换 法 则 (83.16) 形式 相同 , 而 第 一 
项 则 与 偏 导数 有 关 ， 这 两 事实 家 发 我 们 引进 


中 1 


9.3 定义 ”对 于 非 完 整 系 {8:}， 算 子 
[或 (71]: = A419; (15) 

称 为 Pfaff 导数 . [0D 
因为 det [ 41] 冯 09， 存 在 逆 拓 阵 【4 1， 使 得 


Hi 一 AD, (15) 
设 另 有 非 完整 系 {8 一 A458;}。 则 
一 一 (17) 
其 中 
Ah = AisAl, det[ 和 1] 天 1 (18) 


当 {gr} 为 完整 系 时 。Pfaff 导数 退化 为 偏 导 数 ， 
9.4 定义 设 Ti 是 完整 系 {x 人 的 联络 系数 ,类 伺 于 (8.16)， 
按 公式 
Vir 一 -< 和 — AiAkO AL (19) 
定义 的 yx 称 为 非 完整 系 {gi] 的 联络 系数 。 口 
设 男 有 非 完整 系 {gx}， 按 


Tr 一 ATI — A ARD, AY (20) 
构造 Fr- 将 (15) 和 《19) 代入 上 式 , 经 过 整理 ,又 得 
Tks 二 AV A A Te 一 LA C21) 


可 见 , 按 (20) 所 得 的 Po 是 {gr} 的 联络 系数 ， 因 此 :, 联络 系 
数 的 转换 法 则 构成 群 ， 有 了 定义 93 和 9.4, 从 《1+) 就 可 得 
4.5 定理 ”在 非 完 整 系 18/}, 张 量 场 多 一 Bj jg 的 … 
gr 的 梯度 的 分 量 表 示 式 为 
TP rE 《22 ) 
VEE vb a Har 鸭 罗 有 (2 
其 中 执 计 导数 


BD rk Yr p= Di 站 十 >) Tih® 时 fk 


P=] 


Dr oy. 口 (24) 
4=1 
至 此 问题 基本 解决 。 但 有 些 细节 尚 需 深 究 ， 坟 完整 系 里 ， 仿 
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导数 的 次 序 可 以 交换 ， 联 络 系数 关于 下 标 对 称 ， 这 些 性 质 在 非 完 
整 系 不 由 存在 。 为 了 讨论 这 个 问题 ， 我 们 引进 一 个 秘 划 非 完整 仁 
9.6 定 光 


Qi = ATA OAS (25) 
称 为 非 完 整 对 象 ( 或 非 和 乐 对 象 ) (object of anholonomy), 总] 

9.7 定理 1{g:} 是 完整 孙 二 > 8 一 1. 

证 明 根据 (9), 只 需 证 明 21 一 0 二 >Biid 和 一 0。(2 引 式 
直接 给 出 上 述 命题 的 充分 性 。 由 于 det[ 才 ] 关 09，(25) 叉 给 出 
OuA§ = AiAV OQ, {256) 
由 此 就 得 必要 竹 ， 

48 定理 ” 非 完整 对 象 号) 有 人 性质: 

{i) 关于 下 标 为 反 称 


QA A; (27) 
(ii) 从 {8 到 {gm} 的 转换 法 齐 是 
Op -= Ar A AR DIS = ABD AR, {28) 


因此 ， 旨 ,J* 不 是 张 量 分 量 ， 
证 明 ”只 需 利 用 定义 #6 进行 验证 。 
(DD on = AA A ~ AANAN = — AANOLAS 
™ Qt, 
(1) Qnpr = ANANAAN = BC 人 
一 AbAN(ARALAN + (BAR ) A 
= AVAPARO A + A A ANOnAK 
一 AANA ALAIBLAN — A Ain ABON A 
一 ALALARON 一 ABA AY, 


9.9 命题 
dBn 一 Qor, (29) 
证 明 要 用 到 
d= (CALAFR) 一 4 有 十 DA 
Oi = 一 (30) 
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计算 
B80) 一 ADAN DY) 一 ALAIOD, + AIQAIO; 
= M40, 一 AIAN OAK YAKD, = AIAIDO, 
一 AIANO, AF Bx, 
BO = 448 — ALANd AFOxk 
一 AT A 一 -0 有 DK — -一 怠 | 天 及 K， 
其 中 著 虑 到 候 导 数 可 交换 . 
9.10 推论 ”在 非 完 整 系 里 ，Ptaff 导数 的 次 序 不 可 交 欣 ; 
Dj D0 > 9 天 0. C31) 
9.11 推论 ”和 非 完整 系 的 联络 系数 关于 下 标 非 对 称 : 
QA 0 > THEO, (32) 
证 明 将 (19) 式 对 下 标 反 称 北 ,得 
TE = AKAtAinTs 一 AliAind AF 
一 AAAITEN — A A AF) = — OK,, (C33) 
其 中 用 到 完整 系 联 络 系数 的 对 称 性 。 


$ 10 正 交 坐标 系 和 物理 标 架 


正 交 举 标 系 是 最 常用 的 泪 线 坐标 系 。 如 三 维 空间 的 贺 柱 坐标 
系 , 球 坐 标 系 等 等 ， 
10.1 定 尺 ”定义 在 某 开 集 人 CE 的 曲线 坐标 系 {x 站 称 为 
正 交 的 ,如 果 在 每 *E2r 有 
Bir) 一 六 (Bt 一 0， 当 工 关 让 口 {1) 
这 时 ， 每 点 的 自然 局 部 基 的 基 疝 量 相互 正 变 ， 度 量 张 量 的 协 
谈 分 量 和 矩阵 及 逆 变 分 量 托 阵 均 为 对 角 阵 : 


Lgi] = diag(gay gor)s (2) 
Lg"1 一 diag(gY,:-*, 8°"), (3) 

满足 
el1/g, 《43 


正 诡 性 使 得 ,用 度量 张 量 几 达 的 第 一 ,二 类 


"09 = 


Christoffel 管 号 
1 4 .i 3; 
Di = z {Big ot gai — Biig)s (C51 


1 
Tt = 2 BAP{ gips 十 Episi — giisp) = giPTiy, (6) 


的 许多 "分量 ”但 为 零 。 下 面 刹 用 性 质 (2) 分 几 种 情形 讨论 第 一 类 
Christoffel 符号 (5): 

(i) 三 个 指标 询 不 相同 : Tjt 一 0， 

《ai 商 个 指标 相同 。 又 分 三 种 情形 : 


1) 第 一 、 二 指标 站 同 ，Ti; 一 一 Bis (7) 

2) 第 一 , 兰 指标 相同 : Tai 四 ii . (8) 

3) 第 二 ,三 指标 相同 (根据 对 称 福 和 用 上 式 ): 

Ti = Ti 有 (9) 

Ci) 三 个 指标 相 富 : Ti Bir C10) 
实际 上 , (8) 式 已 合并 到 (9) 式 ， 而 (10) 式 可 看 作 (9) 式 的 特殊 
情形 . 

性 质 (3) 使 (6) 式 简化 为 


rh = BEAT sk C11) 
下 面 也 分 几 种 情形 讨论 第 二 类 Christoffel 符号 : 
(i) 三 个 指标 均 不 相同: Tf; 一 0， 


(ii) 下 标 相同 ,但 不 同 于 上 标 ; Th 一 一 二 818rz (12) 
(ii) 一 个 或 两 个 下 标 和 上 标 相 辣 : 
Ty = T= 工 a Bj -二 8 = Oiln VE (13} 
， 2 28ii 
综合 上 面 的 讨论 ,我 们 有 
10.2 定理 ”对 于 正 交 坐标 系 ,不 为 零 的 第 一 、 二 奖 Christoffel 
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符号 为 
Ti Lg Tim— Biigiis (14) 
2 2 


rar — Ti — gy Vg 不 排除 i 让， 
OC15) 
除了 度量 张 量 和 Christoffel 符号 有 许多 为 零 以 外 , 在 正 交 系 
的 运算 与 一 艇 曲线 坐标 系 无 区 别 。， 正 交 系 的 自然 局 部 基 的 基 向 量 
还 不 全 是 无 量 网 的 单位 向 量 ， 将 正 交 系 和 非 完整 系 理光 和 合 起 来 ， 
就 能 达到 我 们 的 最 终 目的 . 
10.3 定 义 ” 设 正 交 坐标 系 {x'} 的 自然 属 部 基 是 ig;}，3 引 进 
非 完 整 系 , 其 基 疝 量 为 


gun 一 -里 -和 -vee (16) 

| 如 :| 
{gw] 称 为 正 交 系 {x 站 的 物理 杭 概 Cphysical framey， 它 满足 
Bg 一 他 【标准 正 交 基 )， 口 ] {17) 


应 注意 的 是 ， 不 同 于 笛 氏 坐 帮 系 。{ gu} 在 不 同 点 的 相同 纺 
号 的 基 向 量 一 般 不 平行 ， 
另 一 方面 ，{giw} 可 由 {g:} 通过 转换 法 则 得 来 ; 


Bi 一 A (18) 
和 (16) 比较 ,可 知 转换 系数 矩阵 [4h] 是 对 解 阵 , 且 
A — VE (19) 
逆 阵 【4 久 ] 也 是 对 角 的 , 且 
A = gn. (20) 
现 求 逆 变 基 {g"}: 
go 一 Ap 本 一 We 一 VRHBi Vgugg 
= Eg 一 Aing; 一 go， (C21) 


可 风 ， 物 湿 标 架 的 协 变 基 和 逆 变 基 重 合 ， 协 变 和 道 变 的 差别 消失 
(只 要 想到 (17), 这 点 是 容易 理解 的 ), 本 来 可 以 将 指标 全 部 下 降 ， 
+ 7 


但 易 和 得 秀 学 标 系 混 庶 ， 为 了 强调 是 物理 标 架 ， 今 将 指标 全 部 遍 
中 ,并 用 尖 括 号 括 起 来 , 求 和 约定 仍然 有 效 ， 于 是 . 
ED = go 一 全 ， 
EIT 一 ge = Fig 一 -2 一 gD 一 二。 (22) 
物理 标 架 {gli》) 是 无 量 纲 的 单位 正 交 基 。 任何 张 量 在 它 上 
分 解 的 分 量具 有 和 该 量 相间 的 量 岗 ， 这 样 ， 性 何 向 量 场 、 仿 射 盟 
场 ,… 就 育 表 示 式 ; 


Wo Wi gE), (23) 
T= TUDE ® gi), {24) 
既然 {gC} 是 一 种 非 完整 系 ， 在 分 析 上 就 有 Pfaff 导数 和 
Christoffel 符号 的 表达 问题 。 
(i) Pfaff 导数 ;90i) 一 408 一 VerBi， (25) 
(二)】 Christoffel 符号 ， 国 
Te 一 gEP Tp 一 BP Teenep 一 Topobs 
Christoffel 符号 合成 一 种 ,统一 地 记 为 
了 二 了 一 Tey. (26) 
它 可 以 按 一 般 的 转换 公式 (8.16) 由 {x} 的 第 二 类 Christoffel 符 
号 得 来 : 
TR 一 了 向 一 4 的 4 一 4 并， (27) 
由 于 [LAsh]，[ 4?] 均 为 对 角 阵 , 当 (让 关 (和 上 时， 上 式 后 一 项 
消失 而 变 成 
Tesik)y 一 A Erne Ei gh? Tisp 一 本 TDi, C28) 
现在 利用 定理 10.2， 分 几 种 情形 讨论 THA7>。 
(i 三 个 指标 均 不 相同 (利用 {28)): T4zi 一 0。 {29) 
(二 ) 三 个 指标 相同 (利用 (27)): 


Ts) = Vg * Bij 一 go gi 一 0。 {30) 


(证 ) 两 个 指标 相同 。 分 三 种 情形 {前 两 情形 用 (28)); 
1 TOD = g" V giiTi, 一 一 之 Ey WV gH 
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= — POIn Vg. (31) 
2) Tj) 一 8 Ver 一 去 8 V edgy 


= PO lV a (32) 
3) TOiii) 一 加 gr Big — MEV ON gi = 0. (33) 


综 上 可 以 看 出 、Tti 诚 》 作 为 非 完整 系 的 联络 系数 , 关于 第 一 、 二 
指标 仍然 不 对 称 , 并 且 有 
10.4 定理 ”伴随 正 交 坐标 系 {x*} 的 物理 标 架 {8( 让 ) 的 Chri- 
stoffel 符号 只 有 一 种 TKi14》， 它 关于 后 两 指标 为 反 称 , 不 为 零 的 
“分 最 "只 有 
TD 一 一 MG ~ 8b) ln Vg. 口 (34) 
现 试 求 张 量 场 惠 一 Bj) gli》@ 81) 梯度 生 @Y 一 
DD) ;4g 园区 节 四 8K) 的 分 量 , 协 变 导 数 ,的 表达 式 
PAOD = BO = BO + TB — TH De 
一 Pi CE 十 下 和 全 四 人 7 六 一 TAkir Dlir) 
一 BAD LOFT TORrGer TORriYPiry. (35) 
这 里 用 到 了 Ti 的 反 称 性 。 冶 法 可 一 般 地 证 朋 
10.5 定理 ”在 正 交 系 的 物理 杆 架 Ig <i?} 里 、 张 盟 场 虽 一 
i 的 梯度 是 
POV= PE) NR) BD Bi) B 81), (36) 
VO 人 PE= VOD ig) © i) BB gr), (37) 
其 中 协 变 导数 
BEB) CD VID DE by 
Pe £1) 3 TEsiphBen :se oi), O38) 


10.6 定义 ”任何 张 量 在 物理 标 架 上 的 分 量 称 为 赐 瑰 分量 ，[L1 
在 实际 应 用 上 ,常常 由 管 下 坐标 系 {x"} 直接 转换 到 正 交 涂 
标 系 4x) 的 物理 标 架 1g 站}。 这 时 基 向 时 和 张 时 分 量 的 转换 
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公式 基 


8 人 人 一 4 有 一 (Ver rr， (39) 
DE = Al A Vg A A BAND 
== A - “irs {40) 
其 中 
A Mg A (41) 


是 基 疝 量 gCi》 在 秒 氏 标 架 {gz} 二 的 分 解 系数 ， 即 方向 人 宗 强 
cos (gi), Br), 在 三 维 情形 ,可 列表 如 下 : 


cos(gi>, gi) EFA EE ga 
gy A Va | VE | A Ea 
gy A VA | A EA | EA 
gC) a VA | A EA | A= VE 


例 ， 从 了 标的 项 氏 学 标 系 {zj 一 {x 一 x; * 二 》， x 一 zz} 到 
融 柱 坐标 系 {x 人 一 { 人 一 r 妇 一 8 归 一 s} 的 转换 关系 #7 一 
ze 为 

r= cos0, y=rsind, zg, 


转换 系数 矩阵 为 


Dr dr Bx 
Br B88 pr 
站 Hx” oy 他 By 
[4 一 | |-l 6 训 
Bz: az Ox 
Or DB Bs 
cos0 —rsing 0 
= | sind rcosg 0 |, (42) 
0 0D 1 


利用 公式 
$ 
Bi = gig — AY A ger = AY A diy =— 2) A A 
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求 {x'} 的 庶 景 张 量 分 量 算 阵 


[ga] = diag{l, 7, 1), [gi] 一 diag (1 二 ， 1). (43) 
* 


将 (42) 和 (43) 代 人 人 上衣, 得 


cos ggc Er) | ; 
# | cns Sin 各 0 
Fo “Sin cot | 0 
8 习 用 1 


这 样 的 变换 系数 是 众所周知 的 ， 例 如 在 弹性 力学 里 应 力 张 量 的 变 
换 公式 .学 完了 完整 系 的 张 最 运算 
后 ， 对 这 种 变换 系数 的 合理 性 可 能 
发 生 过 疑问 ， 因 为 它们 并 不 直 搂 是 
新 旧 坐 标的 偏 导 数 ， 现 在 根据 非 完 
整 系 物理 标 哥 的 理论 ， 间 题 就 真相 
大 白 了 . 

在 这 个 物理 标 架 的 Pfaff 导数 


"nn 6 
Bly 一 VE GA Or 3 图 4 


(2 = VD NI) MD 


由 于 只 有 Vm 一 ”不 是 常数 , 根据 定理 10.4， 不 为 零 的 Christo- 
ftel 符号 只 有 
re212) 一 一 M221)》 On VB = Ol 


Br r 
设 有 向 量 场 u 一 《ig 人 站， 爸 1》 一 42》 一 me， 二 3 一 
x;， 则 其 散 度 (下 一 节 定 义 ) 为 
dy am WV; (9 = OiVuliy 十 
= BC OuClY + BO2YaC2Y tt O39nd3Y + TOC212)uc1) 
a 175* 


一 656T 工 .aa ts 十 纤 . C44) 
Br Y 08 Dz 
叉 设 有 应 力 张 量 场 ( 仿 射 量 场 )o 一 cig 说 @8L 站 . 令 11) 一 
ow 012) 二 00 afg13) 一 os 0(22) 一 qe， "''。 则 其 平衡 方 
程 的 分 量 形式 是 oki77》;《 闻 一 0， 有 即 
四 《六 0 Te 二 
它 的 第 一 个 方程 是 
BKl2cgll》 十 623yag127 十 DCK37ag13》 十 TO221)0C22Y 
+ T(212Y0d11》 一 0， 


即 


Oar i Dog or: Or 一 Ogg 
ar 十 二 十 十 一 0. (45 
Dr + A Ds 9 ) 


(44) 和 C45) 帮 是 我 们 所 熟知 的 在 咒 栏 坐标 系 的 方程 .以 前 ， 不 
四 这 里 所 陈述 的 理论 ,推导 这 些 方程 普 需要 一 定 的 直观 想像 力 ( 如 
微 元 法 }。 圆柱 学 标 系 是 最 简单 的 曲线 学 标 系 ， 当 我 们 遇 到 更 复 
杂 的 坐标 系 时 , 单 党 直观 就 会 发 生 困 难 、 其 至 会 失误 ,调用 非 完 整 
系 理论 则 万 无 一 失 . 


$ 11 不 变性 微分 算 子 


在 户 的 向 量 分 析 中 常用 到 四 种 不 变性 微分 第 子 ， 梯度 grad， 
散 度 dv， 旋 度 curl 和 Laplace 算 子 入. 现在 将 之 推广 至 的 
任意 + 阶 张 量 场 四、14x'} 是 曲线 毕 标 系 、 

11.1 定义 更 的 梯 订 定义 为 

grad $B 一 一 VD -的 有 (1) 
它 是 > 十 工 阶 张 录 场 . 可见 梯度 就 是 左 梯度 . 
11.2 定义 重 的 散 度 定义 为 
dy 和 三 有 而: 一 Cu 他 中 一 VD? 的 g'', C2) 
它 是 7 一 1 阶 张 量 场 。 答 号 “吉事 ” 使 人 想起 , 这 个 微分 算 子 在 代 
数 上 有 点 张 之 意 . 口 


"1d" 


阿 证 场 丰 的 散 度 是 
出 y a =— Wu Vi = Hi = UV (3) 
旋 度 第 子 要 通过 间接 途径 推广 ， 
11.3 定义 ”下 的 旋转 定义 为 | 
ra B= (+) (VD) (4) 
它 是 + 十 1 阶 反 称 张 量 场 ， 口 
利用 及 称 化 定义 和 梯度 的 分 量 过 示 , 荔 证 
11.4 定理 ” 虽 的 旋转 可 表示 为 
rot 和 一 《yy 十 DV Di pl girl 
= (r+ aD.ing: HD gr (5) 
=— {rt vnDi ne (8 +) 


— VoDisng A A gt 
ui 


一 二 0 Di g IA A gH. 口 (5) 


”1 
这 里 协 变 导 数 改 为 偏 导数 的 根据 是 联络 系数 的 对 称 性 .在 第 下 章 
海关 到 ， 上 反 称 协 变 张 量 境 ( 即 所 课 微 分 形式 ) 的 旋转 就 是 它 的 外 微 
分 . 
11.5 定义 ” 则 的 旋转 的 Hodge 对 俩 定义 为 更 的 旋 度 
cail := *rotB = (+1)*o (VO) (7) 
_ { 一 TCM 全 # 十 工 
(十 DT e( or(Yeg) 


{ —1 Yr ，_ po : , 
rr Ete WA Oi 


【一 1 yn 
TT 和 外: 1 i 的 四 的 i rs 


r! 


《 一 1 Jr  ， _ ,， 
一 一 -人 Er gi 的 的 i rs 


i iret 
ri! + 


(—1 a 
+} 


把 #1 .a 


和 ”ri 
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必 Bi rs 《8 ) 
它 是 ”一 ”一 阶 反 称 张 量 场 ， 在 后 两 式 中 ， 有 久 则 分 量 的 反 称 
伦 括 弧 被 消去 ,因为 所 的 分 量 关 于 各 指标 反 称 。 口 
在 这 样 的 定义 下 , FB’: 向 剧场 # 的 旋 度 和 经 典 定义 一 致 : 
curl = 2 og (VR OE) 一 Vi (a hg) 


一 可 全 如 X BO— Ev ug 一 ED gr. (9) 
经 典 张 最 分 析 常 记 富 一 g'T:。 这 样 , 详 的 旋 度 可 形式 地 记 作 
clu=v Xu, {10) 


而 对 面世 可 形式 地 记 为 curl 轨 一 全 XX 者 ， 从 而 和 grad 看 一 


罗 人 区 下 ，div 击 二 太 中 相 星 应 ， 但 应 注意 当 nr 天 3， 单独 的 及 


积 符号 “x” 没有 意义 ， 
11.6 定义 年 的 Lapliaeian 定 尺 为 
AB: 一 dvgrad@B = vy os (11) 
一 YY 国人 一) 
它 仍 是 + 阶 张 最 场 ， 这 里 进行 了 两 次 协 变 微 商 ， 因 此 入 是 二 阶 微 
分 算 子 。 


5 1 自然 平行 性 的 后 果 


切 空间 的 引进 可 使 理论 上 让 较 清晰 的 撑 辑 性 ， 也 便于 在 概念 
.上 过 沪 到 更 一 般 的 空间 ( 流 形 ) 的 分 析 。 但 有 是， 在 欧 大 点 空间 么 存 
在 自然 平行 性 ,所 有 切 空间 让 然 同 构 ,任何 一 个 约束 于 茶点 的 张 量 
可 以 与 路 径 无 基地 疆 行 移动 到 空间 的 任何 点 。 这 样 ， 我 们 就 有 可 
能 从 约束 量 和 由 电量 的 严格 区 分 解脱 出 来 : 所 有 的 最 都 可 以 妖 作 
是 自由 的 ， 在 平行 移动 至 任何 点 的 意义 下 任何 量 之 间 可 以 进行 代 
数 运 算 。 例 如, 张 量 场 钊 在 点 * 的 值 罗 (x) 代表 约束 于 该 点 的 张 
量 ,但 也 可 看 作 平 移 至 任何 点 7 的 张江 DYDD 中 (x) 【不 必 将 平 
行 移动 算 子 D7! 有 DP, 写 出 )， 于是, 我们 就 可 以 直接 了 当地 党 ， 晶 
线 坐 标 系 {*) 的 自然 局 部 基 向 量 是 向 径 对 坐标 指 偏 导数 ， 并 号 
成 


pls 


| pd he 


Bi ri, ili 
而 ,考虑 到 上 式 。Christoffel 符号 岂可 写成 


了 (2) 
. 了 rg SiR: Bg. (3) 
因而 
Bri 一 Thgr 一 TAB (4) 
考虑 到 
入 一 i (ggt), 一 到 有 十 可 有 一 T + gg, 
又 得 
一 (5) 
按 上 述 观 点 : 任 位 张 量 场 志 的 绝对 微分 就 可 等 价 地 定 必 鸭 
DPUr; 站) 一 《各国 了 ) 下 一 VS) (6) 


: = lim 二 [Br + su) — B(x) ] 


= Br 十 :| (7) 
好 了 


对 任何 曲线 坐标 系 {4} ， 拒 aa 在 点 = 的 自然 局 部 基 {g(x)} 上 
分 解 ,将 (7) 式 计算 出 来 ,就 可 得 
-全 Pr 十 51 = BN nt = (BY da 


— (Bg es)) 一 (BI De (8) 
= {{wg gD 一 MD Be) ). (9) 
将 (8, 9) 和 (5) 式 比 较 , 得 Hamilton 算 子 “WW” 的 形式 表示 ; 
《 OV ) 人 Oe, (10) 
VEO )=8 oO( ), (11) 
利用 结果 (4,5) 就 可 简易 地 求 出 协 变 导数 的 表示 式 : 
POV= (DgDe eo (og Dg 
+ Pig Oa + DDR) DE 
一 【多 十 Ti’, 一 TITHE)g DE De 
一 Pg C12) 


TOE stOl Dg de) . 
一 : gO PD' gg 十 PED 十 Pg) 
一 YE 四 中 国信. (13) 
不 少 经 典 张 量 分 析 的 教科 书 。 包 括 抽 著 “ 非 线 性 弹性 理论 ”在 
内 , 协 变 导数 的 表达 式 就 是 用 这 种 方式 得 出 来 的 ,有 其 简 恒 之 处 . 
在 讨论 积分 时 ,本 区 的 做 法 提供 了 方便 , 简化 了 符号 . 


$13 积分 和 散 度 定 理 


设 在 欧 扎 点 空间 EE 定义 有 稍 氏 坐标 系 {zy】 及 其 标准 正 交 基 
tet}。 又 设 在 开 域 BB CE 定义 有 光滑 标量 函数 p。 从 数学 分 析 
可 知 , 对 任 合 具有 分 片 光 请 边界 9 统 的 (n 维 ) 子 域 统 C 人 2 ， 
下 述 积 分 存在 


| war， 0) 
其 中 aT 是 体积 元 素 . 
此 外 ,下 述 积分 定理 是 经 典 的 
| pa 一 上 pAnids YI? {2) 
给 生理 


其 中 是 8 绝 的 单位 外 靶 向 量 Rn 一 mei 的 第 上 个 分 量 . 证 明 大 
意 如 下 : 
固定 指标 i. 将 区 域 绽 划分 成 平行 于 x; 轴 的 柱 体 元 素 。 假 
设 每 柱 体 只 和 6 腕 在 两 处 相交 . 竹 取 一 柱 体 如 图 5， 记 它 和 
9 过 + 及 89 壹 ”之 交 分 别 为 AS+ 及 AS 它们 在 子 空间 span 
{ 上 的 投影 为 A5， 于 是 
AS 一 AZE, } 
ASnr 一 从 了 
其 中 导 和 二 分别 是 AsS+ 和 AS 某 内 点 上 单位 外 法 向 量 的 第 : 
个 分 量 。 于 是 , 式 (2) 左 端的 积分 就 可 如 下 ,考虑 (3), 依次 书写 ， 
而 最 终 得 522 的 大 端 ; 


» RO * 


(3) 


对 于 每 个 给 定 的 指标 i,，(2) 式 的 左 , 右 端 是 一 个 实 狼 ， 用 这 些 数 
作为 基 向 量 {e} 的 线性 组 舍 的 系数 ,就 得 一 向 量 。 


(人 pi av ) 晤 | 一 (| pai ds)e:. 
沙 虑 到 本 是 常 身 量 , 可 以 搬 进 积分 号 内 ,就 得 
(over 一 人 enas (4) 
车 在 CQ2) 每 次 取向 量 场 划一 二 gj 的 一 个 分 量 作为 函数 将, 则 
又 得 
| udV 一 人 titid 5 
以 之 作为 基 14erBe;} 的 线性 组 合 的 系数 , 并 将 基 搬 至 积分 号 内 ， 
史 得 . 
1 下 的 相让 一 |, u 的 nds {5) 


ss 181 = 


区 

| vour =—| no uds, {6) 

轨 Bm 
总 如 果 在 (2 对 每 给 定 指 标 #, 取 声 作为 多 ， 上 于 将 所 有 #5 个 积分 
分 别 在 等 号 黄 喘 由 加 ,可 得 

人 uvdV = 1 ends, | (7} 

这 就 是 场 论 中 熟知 的 获 度 定理 . 四 一 般 地 ， 加 时 在 (2) 每 次 取 任 
意 阶 张 量 场 示 的 了 某 分 一 作为 永 数 单 ， 就 有 推广 的 散 度 定理 , 称 为 
Green 变换 : 


| @-ovar 一 1 BD-_onads (8) 


或 
| v-*eer 一 | n-cgpds. (9) 


符号 “一 口 ” 可 所 是 张 明 积 ,点 积 ,第 并 等 住 何 一 种 代数 运算 . 
我 们 注意 到 , 在 公式 推导 中 只 用 到 了 笛 氏 坐标 系 ix;}。 但 一 
旦 得 出 公式 的 绝对 形式 《4 一 和， 它们 对 枉 柯 蛙 线 坐标 系 也 成 立 ， 
要 补 记 的 是 ， 这 些 公式 没有 在 曲 乒 坐标 系 的 分 其 形式 ， 这些 公式 
的 共 疝 特点 是 将 体积 分 化 成 面积 分 。 四 
特别 地 ， 当 印 是 仿 射 量 工 ， 而 “一 ”代表 点 对 时 ，(8) 式 给 
出 在 下 一 章 要 上 用 到 的 公式 
| TYarv 一 |, Tnas, (10) 


最 后 ,我 们 给 出 常用 到 的 定理 . . 
13 定理 【局 部 化 定理 ) 设 和 硬是 % 上 的 连续 张 量 场 ， 则 
Yxo€E 2 ,有 四 


ar 
Bn) = lim :一 一 (11) 
| dV, 
其 中 闭 球 B= {x|lx+— xl Ey > 0}, 因此 ,车 


| BaV = OO。 YBCU, 


* 182 = 


则 
0. 


Badr 
+ 后 


六 一 gc 一 人 jy 一 | 


3 


| 
则 
| 1 本 (sx — Br) ar 


1 < , 
1 了 
< sup Br) 一 Bre). 


由 于 鲁 的 连续 性 , 当 8 一 0 时: 右 端 逻 疝 于 零 。 定 理 得 证 。 


= 83. 


第 VI 章 弹性 的 一 般 理 论 


为 了 说 明 前 面 阐述 的 张 量 理论 的 应 用 ， 木 章 扼 过 地 介绍 弹性 
的 一 般 理论 的 一 些 主要 方面 。 前 五 章 的 内 容 适 用 于 一 般 的 连续 介 
质 . 


$1 形变 几何 学 


设 在 三 维 欧 氏 (点 ) 空 间隔 运动 的 物体 (连续 统 ) 包 在 时 刻 4 
鼎 有 区 域 级 CE 在 三 定 的 原点 OE 下 ， 这 时 处 在 向 径 为 六 
的 位 置 的 物体 典型 点 (也 就 是 任意 点 而 不 是 指定 点 ) 也 称 为 物质 
点 ,并 用 基 表示 。 在 上 时刻 上 物体 绍 点 有 区 域 r(QDCCE， 而 物质 
点 下 则 占有 向 径 为 = 的 位 置 : 
X= x(X, 1). (C1) 
我 们 常 说 物体 的 参考 构 形 鹃 和 当前 构 形 r(x)。 对 于 固定 的 两 个 
时 刻 思 和 1, 由 构 形 绽 到 构 形 +r(#) 的 过 流 称 为 物体 的 形变 : 
Hr RE x KX). (2) 
在 变形 中 ,下 述 假 定 是 经 典 和 的， 一 个 物 了 基点 不 可 能 变 成 两 个 ,而 物 
体内 的 两 个 物质 点 不 可 能 合成 一 个 ， 就 是 说 ,映射 (2) 是 一 一 对 
应 的 。 我 们 还 假定 形变 是 泡 消 的 。 其 实 ， (2) 可 以 看 成 功 空间 
Yo 的 一 个 子 集 到 To 的 另 一 个 子 集 的 瞎 射 (一 般 尾 非 线 性 和 的 ). 
现 看 形变 在 物 击 点 着 邻 域 的 局 部 情况 ， 可 以 用 约束 于 点 党 
的 (小 ) 向 量 召 来 刻 划 入 域内 的 任意 点 在 这 的 位 置 居士 下 【在 
和 上 的 各 物质 点 组 成 四 质 线 素 )}、 物质 点 着 十 在 形变 (2) 下 ， 
占有 位 置 x( 站 十 gw) Er 于是， 形变 后 两 埋 近 点 的 相对 位 置 
是 向 最 才 的 向 量 值 通 数 A( 汇 ) 的 增 量 ,可 表 为 
x ox) = F(X)u TT on), (3) 


其 中 产 =x 外史 一 全 称 为 变形 梯度 ,是 一 个 仿 射 量 场 。 本 节 


只 讨论 物质 点 下 的 局 部 情况 .为 简便 计 , 用 加 表示 到 (大 ]，(〔3) 
式 说 明 : 以 当 wu 一 0o 而 消失 的 误差 ，Fu 是 物质 线 素 站 上 各 点 形 
变 后 的 所 在 地 ， 或 者 说 是 形变 后 的 物质 线 素 . 今后 均 在 这 种 局 部 
近似 意义 下 谈论 形变 后 的 物质 线 素 。 于是， 变形 梯度 线性 地 把 切 
空间 Tx 上 上 在 等 向 基 的 邻 域 映射 为 Ty E 在 零 向 量 的 邻 域 ， 物质 
点 是 不 会 消失 的 { 非 零 的 体积 不 会 变 为 零 体积 ) 和 不 可 履 透 的 ， 这 
使 我 们 可 以 局 部 地 接受 假设 


detF > 0. (4) 
因此 ,变形 梯度 是 正则 仿 射 重 ,可 以 进行 极 分 解 : 
F=~ RU—VR, (U— VEF*F, VVEF*) (5) 
其 中 正定 对 称 仿 射 量 U 和 V 分 别称 为 形变 (2) 的 右 和 去 伸 编 张 
量 ， 我 们 将 看 到 ，U (或 外) 在 点 区 的 值 区 (全 ) (今后 也 简 记 为 
UD) 启 划 着 点 的 应 变 状 态 ， 根 据 假设 (4) 和 了 的 正定 性 ,从 
det FF = (det R}(det UU) 
可 知 ， 式 是 转动 伪 射 景 (det RR 一 1). 
1.1 命题 “ 右 件 缩 张 量 UU 完全 确定 出 发 于 物质 点 尝 的 任何 方 
向 训 的 物质 线 素 的 长 度 变 化 一 一 长度 比 : 
lw 一 1. : (#6) 
证 明 取 单 位 向 量 Ne TxE. 记 物 质 线 率 * 餐 的 长 度 为 
AL = |s:MN 


和 形变 后 物质 线 素 
PE 十) 一 站 一 十 of 


的 长 度 为 


A = [nl. 
定 交 次 广 向 的 长 魔 比 为 
四 Ai 。 In,| 。 nn, 
:= lim SO = 1 一 开 ns. 
NL AL so LN i 
— VFNYFN) ~ IFN| (7) 


— VNF*EN ~ VNUN = IUNI, DD 


* 83， 


物质 点 居所 有 方 各 的 长 麻 比 {4w} 构成 该 和 点 的 应 变 状态 ， 命 
题 1.1 说 明 , 有 了 吝 伸 缩 张 量 ,就 可 算 责 任何 方向 的 tw。 我 们 
说 。 如 启 划 该 点 的 应 变 状 态 . 
i.2 命题 右 伸缩 张 量 巡 完 全 确定 过 物 责 点 天 的 任 己 方向 的 
物质 画素 的 面积 变 六 一 -面积 比 : 
on =— {det UYIUTN!. (8) 
证 明 取 芒 直 于 单位 向 量 Ne Tx 的 非 共 线 划 位 向 量 六 ， 
Me TxE， 记 物质 面 素 《srWD) X (cg ) 的 而 了 积 为 
AA= i x (Cj 


和 
m= x NY) x(X) = N+ ot), oo= 1,2, 
允 记 形变 后 物质 画素 的 面积 为 
Aa = |n x el. 
取 单 位 向 量 ne (span {FN ， 天 AW 定义 下 方向 物质 画素 的 
面积 比 为 
gw 三 ta :lim 2 [ns x | 
a 5 -0 Ad 和 [GN'Y) x GW) 
PR x (FN 
IN x MN ” 
和 用 Nansen 公式 【IIS 31},，det 尺 二 1 和 工 式 ,依次 有 
i (FN') x (FN’) 


《det Fr Nx A 
~ LFN') x (FEN) (FN) X (FND) oy 
IN: x Nl {FN') x (FN ” 


一 《dctFyAA( 下 -+ 天 PN) = (saU) VNE EYN 
= (dot NIUTIN!. 
避风 .面积 化 六 信 骨 于 物 质 面 家 风 法 向， 而 与 所 取 的 入 ,无 
基 . 
1.3 命题 ” 石 伸 缩 张 旦 妇 完全 确定 也 仿 物 质点 党 的 任何 物质 


» IH * 


你 素 的 体积 变 攻 一 一 体积 比 
= ditt, (9) 
证 明 ”到 非 共 面 单位 向 拓 让， ,WecTxE. 记 物 质 体 迷 
[和 Ns 的 体积 为 AAV 和 
ns K(X NN) rt A NT ool)s 一 1 2 3。 
叉 记 形变 后 体 素 的 体积 为 Az 一 [到 ， 玛 ]。 则 体积 比 为 . 
. 人 :A mm 
和 = 和 和 
[IFN, FN,, A 
[N', N:, N;] 
共 中 用 到 (TI.5.28);, 
1.4 命题 调 伟 缩 张 量 L 孝 全 确定 出 发 二 物质 点 XX 的 任何 员 
物质 线 素 的 前 切 y, 即 夹 角 的 减 小 
证 明 到 命题 1.? 的 证 明 中 的 两 单位 向 是 ! 和 如。 记 其 夹 
和 角 为 昌 ， 形变 后 的 实 篆 为 98, 7 一 和 @ 一 9， 则 利用 (7), 有 


一 detF = dea, 


nint (FN (FN’Y 
cos( 母 一 7) costd: = li m TREE EN [FN 
一 MF*FN: oo (Ari) EL 口 


lidp: 
对 左 体 缩 张 量 W 有 类 羽 于 上 还 的 四 个 命题 . 为 了 避免 平方 
根 ， 既 常 采用 等 效 地 描述 应 变 状 态 的 右 和 左 Cauchy-Green 应 


变 张 量 : 
CU FtF, B=~V= FF*. (10) 
也 常用 到 入 lmansi 应 变 张 量 : 
巨 一 二 (一 中. (11) 
52 运动 学 
现 讨 论 物体 过 的 运动 
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HX RsECX, 个 广 > x 1), 


~ (1) 


这 是 以 时 间 * 为 参量 的 光滑 形变 单 参 族 . (1) 式 表 示 、 物 质点 天 
在 时 启 # 占有 空间 位 置 区 天: 他 。 由 于 $1 对 形变 的 假设 ， 存 在 


(1) 的 逆 变 换 : 
kx， 站 > K(x, 0), 
它 表 示 在 时 刻 + 占有 有 位置 x 的 是 物质 点 于 


(2) 


以 旨 x R 为 定义 域 的 张 量 场 称 为 物质 场 , 而 以 *xeE rt) 和 
“ 为 变 最 的 则 是 空间 场 . 利用 (1，2?， 这 两 种 场 的 转换 是 容易 


的 例如 ,物质 场 事 的 空间 描述 (Euler 描述 ?是 
Br, 2) = BX 0), 
而 空间 场 介 又 可 有 赐 质 描述 ‘Lagrange 描述 ): 
QR, NN Cx, 1), 0). 
显然 ， 
(Bi = ,0 = 1. 
物质 点 苇 的 速度 和 加 速度 定义 为 


CX, £4) :一 总 x(X, 1), 


证 (在 、 门 :一 妆 2 有 1) 


速度 场 芝 是 物质 场 。 为 简单 计 : 它 的 空间 描述 记 为 # 
U(X, := (XX, :1)， 中。 
给 定 物 质 场 圳 ， 可 求 它 的 物质 时 间 导 数 


BKX, 1) 一 庆 - BPX, 1) 


和 它 的 物质 梯度 
DX, 1) 四 YF. 
显然 ,变形 稀 旗 下 二 * 久富 是 物质 场 . 


(3) 


(4) 


(5) 


(56) 


(7) 


类 似 地 ,可 定义 空间 场 从 的 空间 时 间 导 数 Q(x, 1) 一 训 0 


(x, 站 和 空间 梯度 身 @V。 通 过 空间 场 台 的 物质 描述 ,我 们 定 


=- 18S * 


义 它 的 物质 持 间 导数 ， | 
:=((0.) ')y, 
即 
(Cx, 站 一 世 - 弛 [xf 大， £), 让 | 和 一， 


2.1 命题 物质 时 间 导 数 可 和 撮 述 的 转换 交换 . 


证 明 变更 和 有 分 别 是 光 消 的 特质 场 和 空间 场 . 


(8) 和 (3), 有 
(Bs = (Bn) )o 一 【号 )v 到 旬 -， 


(号 jw 一 (CD om = (0Q4)" = 0,. 口 


若 企 (11), 取 仙 一 v, 则 
(jw 一 (ao 六 一 (人 一定. 
因 些 , 疡 是 加 速度 的 空间 斤 述 ,也 记 为 a。 
2.2 命题 设 币 是 光滑 空间 张 青 , 则 
Bg + (BHV). 
证 明 ”上 册 定 义 (9) 和 链 式 法 则 ,有 


B(x, 站 一 间 三 (EC 有 0 1 上 六 = 


则 按 定 六 


(10) 
(11) 


{12) 


(13) 


=— {OV MXR(xX, ,+ B(x, 7) 
一 一 {BOY LY, vtx, 2) 十 Br, 1). 口 


2.3 命题 ” 设 是 光 沿 空间 向 量 场 , 则 
un = (qv) F. 


{14} 


证 明 只 要 利用 链 式 法 则 于 复合 函数 wm 一 rexz， 口 ] 


2 和 4 定义 ”空间 仿 射 量 场 
Lv 
称 为 速度 梯度 ， 
2.5 命题 . 
| 站 一 了 
证 明 在 14) 中 , 令 一 上 ， 则 按 定义 依次 有 


(15) 


(16) 


F(X, 1) 一 i (x @ VIR, 1) = (EV) NX, 1) 


» 4 


— (Vn YN, ) = (VBVY)I LE, 1) 
— LF(X, 1). 0 
让 点 * 的 邻 域 任 弘 一点， 则 在 点 3 处 的 移 秆 点 对 企 点 * 处 的 物 
质点 相对 速度 是 
Vy) vr) (vB TI oy — *). 
将 速度 科 度 类 法 分 解 : 


| 二 一 了 二 站， (17) 
其 中 
D=7 Lt), (18) 
W ~— (LL*). (19) 


这 样 ， 相 对 速度 以 误 蔗 o。 {yy 一 z) 的 精度 田 有 刚性 转动 性 质 的 
V(x) 十 全 (ct 一 x) 和 改变 形状 的 卫 (*) (y 一 x) 两 速度 
相 加 而 成 ， 因此，Wix, 1) 和 D(x, 1) 分 别称 为 旋 率 和 究 形 
率 . 

2.6 定理 体积 输送 定理 ) 设 物 体 坎 的 任意 部 份 在 参考 构 
形 占有 区 域 线 己 这 它 在 当前 构 形 占有 区 域 名:CCr GD 的 体积 
Ya (如,) 是 时 间 = 的 标量 值 通 数 . 我 们 有 


4 vol (2,) -| (det Fy'av = | ovas 
dr EE 


一 | vnda. (20 
Jos, 


证 明 将 下 述 结 果 ( 用 到 (16)) 
FA*F tr =F ,Fr) 
=tri, = tv WV) = (VV = (div ow), (21) 
代入 (IY.8.8)， 得 | . 
(det FY) 一 (det 瑟 ) 忆 -天 一 (detP(ow (22) 
于 是 ,我 们 依次 有 
a 加 a 好 
全 val(so0 — 于 | dz 一 全 (derF Yay 


+ yu 


一 |, (det FY ‘dV = 1 (og)stdet 严 Ja 


pm ( vWVit 一 | unda,., 
EE a 


2.7 定理 {Reynolds 输 运 定理 ) 设 秃 是 光滑 空间 张 景 蕊 ， 
草 对 物体 征 何 部 份 到 和 有 时间 4 有 


| Gar=)| ($+ By)) de, (23) 
好 <:, | 
也 | Bd 一 | $B' dr + | Bon)da. (241 
dt -Pi Ea EE 


证 明 利用 (22), 得 


| Ga S| pdetFar 一 | (Gu det FY dV 
dt 1, dt ,gm 


一 | (@ 二 BVV)), det Farv 一 | (B+ div v) dr. 


此 即 {23)， 利 用 命题 2.2, 又 得 
Gt) + BO V+ By) 


—@ + (HOV. 
代入 (2.3), 有 
| Be) P+ BD od. 
et 。。 -2 


对 上 式 右 端 积分 的 第 二 项 用 散记 定理 就 得 (24)， 
§3 质 量 


3. 定义 ”在 运动 中 ,物体 的 质量 密度 分 有 是 一 个 随时 间 * 向 
变化 的 光滑 空间 正 标量 场 


pilx, > p(x¥, tjE RI, WVxe ret), {1) 
福 显 

| px ds = YBCR {23 

A -i : 


mF)— |), pAx, a 3) 


称 为 物体 部 分 到 的 质 最 . (2) 表示 质 重 守恒 ， 开 ] 
对 于 参考 构 形 家 一 +(n)，p 成 为 物质 场记 为 po 


po K) = p(X, 10). (4) 
3.2 命题 ”在 运动 x 一 x( 沸 ,1) 中 , 恒 有 
pm 到 py (fF = detF), {53) 
即 
fx 人。 1), i}det FX, 1:) = :人 (6) 
证 明 根据 (2) 和 (3), 并 进行 积分 变量 代 换 ,得 
| plX) a — | plx, dav 
多 1 
一 | ox(X, 1), ddaF(X, ay, 
于 是 


{Loe CX, ,1 de FOX ) — XAT ~ 0 
由 局 部 化 定理 ,得 (6). 


3.3 定理 (质量 守恒 的 局 部 形式 ) 
在 二 pjivE 一 0， {7) 
P 十 div(pp) = 0. C8) 


证 明 将 (6) 转 成 空间 描述 ,并 求 物质 时 间 导 数 ,得 
éldet FYy + pldet FY; 一 10。 
将 (2.22) 转 成 空间 描述 , 代入 上 式 就 得 (7)， 在 C2.13) 中 取 P 为 
二 ,得 
B=p + (py. 
将 上 式 代 入 (7), 并 考虑 划 
pw) + (pV v= (pv)W, 

就 得 (8). 

3.4 定理 设 直 是 光滑 空间 张 最 场 , 则 有 


| Bods 一 上 中 pdr，。 YPC 过 (9) 
-+ 1 


EF 


证 明 利用 {6) 式 ,得 
| Bx olxs dr = |), Bx(K, ,oll 
£ -站 dr IF 
1), tdet FEOXR, av 
一 三 | BalX, po Na 一 Bl KX, pl KYAV 
££ J 四 


一 | $CK, pxCK, ,det FCNR, dV 


一 | B(x, sp, do, 


$4 动力 学 分 析 


引起 物体 形变 和 运动 的 因素 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 这 里 只 讨论 
旋 的 因素 , 称 为 外 为 。 外 力 可 以 分 布 性 地 作用 于 物体 内 部 ,也 可 以 
作用 于 物体 的 表面 ， 前 者 称 为 体力 ， 后 者 为 面 力 ， 假 定 这 些 分 布 
者 是 光 清 的 。 记 作用 在 点 兰 单位 质量 的 体力 为 所 <， 电 ,体力 是 
空间 场 ， 

除了 和 外力, 物体 各 部 分 间 还 相互 作用 ,就 有 所 亩 内 力 ， 这 里 只 
考虑 接触 力 形式 的 内 力 。 物 体 的 任意 部 份 多; 和 其 余部 分 通过 交 
界面 628， 以 接 损 力 而 相互 作 骨 .。 如 果 ,的 其 部 分 趋向 于 
6r{#) 的 某 部 分 ， 则 该 部 分 的 接触 力 就 趋向 于 以 条 力 形 式 出 吏 的 
外 力 . 

对 于 接触 力 我 们 有 Cauchy 应 力 公设 ， 它 是 使 连续 介质 力学 
取得 成 功 的 关键 之 一 ， 下 而 简 述 这 个 公设 .考虑 物体 的 任意 部 分 
贸 ， 在 89, 上 取 食 点 < 的 百 元 序列 As 一 {x)}。 物体 的 其 余部 
分 通过 一 个 具体 的 As 作用 于 2, 的 搁 触 力 可 归结 为 作用 于 氮 半 
的 合力 At 和 合力 矩 Am，Cauchy 应 力 公设 认为 ; 存在 下 列 极 
限 


im A ， lim 全 到， (1) 
als A 站 GTX Mn 


下 了 全 了， 


第 一 个 航 限 与 8352, 的 形状 无 关 , 而 只 依 融 下 部 :多 , 在 点 的 外 若 : 
向 量 n。 (其 实 , 这 一 点 可 不 必 作 为 公设 ，Hame 和 Nall 通过 动 
量 平 衡 律 证 天 了 它 )。 因 此 可 写成 


ff £): =1lim At (2) 
artfl A 


对 于 本 书 只 4 考虑 的 非 极 性 理论 ，(1) 的 第 二 个 极限 假设 为 零 ， 假 
设 科 限 (2) 是 点 x 和 时 间 :的 光 衫 削 数 ， 可 以 看 出 , 它 也 是 外 法 
应 量 关 的 参数 。 (2) 式 中 的 下 标 = 正 是 为 了 表明 这 种 依赖 关系 。 
内 此 ,确切 地 说 ，# 是 在 当前 构 形 r(x》 在 点 x 单位 外 法 向 量 为 
nn 的 截面 上 的 应 力 向 量 密度 .根据 作用 与 反作用 原理 ,我 们 有 
tn = 一 上 (3) 

接触 力 表 示 物 体内 部 相互 作用 的 紧张 程度 ， 物 质点 在 所 有 方 
向 截面 的 应 力 向 量 {t} 构成 该 点 的 度 力 状态 ， 正 如 应 变 状态 的 
体现 省 是 各 种 应 变 张 蝴 ， 应 力 状态 也 由 各 征 应 力 张 量 记 划 。 定 义 
这 些 张 最 的 而 发 点 是 动量 和 动量 和 矩 平衡 律 ; 

物体 的 任意 部 分 多 的 动量 和 动量 抱 的 时 间 变 化 率 分 划 等 于 
作用 在 入, 的 合力 和 合力 算 : 


a _ ， 
| updv fear + |, tda, (4) 
| x x vpdv —| x x fodv + | xXEda, (35) 
dt a EE EE | 
利用 定理 3.4 和 
xxXy—vXv+HxXH—XxX60a, 
(4, 5) 两 式 变 为 
| Caf) pa 一 | tu, (6) 
/ps EE | 
| xx(e 一 Pptz 一 | xx tda. (7) 
J BE 


41 定理 {Cauchy 应力 存 在 定理 ) 着 应 为 疝 量 几 | 此 和 是 
x 的 连续 半数 : 
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i, 一 h(x, rn), C8) 
则 二 线性 依赖 于 n， 因 此， 根据 商法 则 {第 IV 章 引 理 7.3), 存在 
空间 仿 射 最 场 上， 使 得 
tx, £) — ftx, tn, (9) 
tf 称 为 Cauchy 应 力 张 捍 , 它 刻 划 物体 每 点 的 应 力 状态 . 


图 6， 


证 明 在 rtz) 考虑 任意 非 运 化 四 面体 x4BC 如 图 56.。 它 

的 四 个 面 分别 有 面 积 <* 和 i, 单位 外 法 向 量 n 和 ni。 四 面体 的 体 
积 是 

r= 羡 ha, (10) 


其 中 是 到 顶点 x 的 高 .应 用 当 9 一 1 时 的 (V.13. 和 ) 式 | nds 一 o 
二 这 个 四 面体 ,得 


t 
nAinam—o 旭 nn 一 一 Og (11) 
如 


未 用 积分 中 信和 定 奸 于 (6) 式 ,有 

[ta— A plrr = {(t)se 十 (Fn) ya’ (12) 
其 中 (六 表示 涉及 量 在 积分 区 域内 基点 的 值 .将 (0) 代 入 (12)， 
除 以 «, 保持 备 ni 不 变 地 (从 而 各 #14 也 不 变 ), 令 一 0, 根据 连 
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急性 殷 设 , (12) 变 成 
tp 


(13) 
将 (8) 和 (11) 依次 代入 (13), 得 


了 和 和 
A (=, — nm hx, ni), 
a 了 研 


这 意味 着 有 h(x, RR) 线性 依赖 下 nn， 口 
由 于 四 面体 非 退 化 ，1n} 非 共 面 ， 可 以 取 作 TE 的 基 {gi}. 


于 是 ,由 (11) 式 就 得 n 的 游 变 分 量 : 
sm 一 一 工 . 014) 
将 之 代 人 (13), 有 
tt gn) ~ (te)n. (15) 
和 (9) 比较 ,得 
ti te. (16) 


这 表示 ， 作 用 在 点 x 的 三 个 非 共 线 的 截面 上 的 应 力 向 量 ts, 完全 
确定 该 点 的 应 力 状 态 . 
将 (9) 代 问 动量 平衡 律 (6), 得 


| 《Ga 一 瑚 ) po 一 | ez. 


应 用 散 度 定理 (V.13.10) 于 右 端 ;根据 局 部 化 定理 。 我 们 最 线 得 
Cauchy 应 力 张 量 必须 满足 的 Cauchy 运动 方程 : 

tt 十 of 一 pg 在 ft), C17) 
将 (9) 代 作 (1), 并 应 用 数 度 定理 ,依次 得 


| xx {a— fp -| (x x Dndas 
Pr dF, . 


|, x x (Capodr—), (x x tar. (18) 
| Pi 


考 虚 到 
(x XV- [EXDDNvT = €lx ®tY) + (x @ VE"] 
x XxX (tvV) — €:#, 
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{17) 和 (18) 式 给 出 


| €:tdr = o， Yo 和 殉 。 (19) 
-Pi 
由 扁 部 化 定理 ,有 有 
大 :一 人 VE 六 人 (20) 
考 虎 到 EE 一 一 不 ，(20) 式 等 价 于 
: t= +1*. (21) 


因此 ，Gauchy 应 力 张 量 是 对 称 仿 射 县 。 这 是 动量 逢 平衡 律 的 要 
求 。 如 果 将 + 局 限于 Sym 而 进行 讨论 . 则 动量 短 平 衡 律 在 动量 平 
衡 律 已 满足 的 前 提 下 自然 满足 ， 由 于 {21]，Cauchy 送 动 方程 也 
可 写成 


T+ pf = pa 在 C2。 (22) 

Cauchy 应 力 张 量 场 是 空间 场 ，Cauchy 运动 方程 (17) 或 (22) 

属 Euler 型 .对 许多 问题 ，Lagrange 型 方程 更 方便 ， 为 出 ,利用 
命题 1.2 和 1.3, 将 (6) 改写 为 物质 描述 


|, (x — fa) pn det Fa 一 | td 023) 
利用 命题 32， 并 引进 仿 射 量 


r= Ft P+, (24) 
称 为 第 一 Piola-Kirchhoff 应力 张 重 ，(237 变 为 
| (Ef ma 一 | rz 4， (25) 


甚 中 物质 场子 略 去 了 下 标 一 。 应 用 散 麻 定理 和 局 部 化 定理 、 义 得 
Boussinesq 运动 方程 . 
f 宫 -HH pf 一 po 在 过 ， (26) 
属于 Lagrange 型 . 
文献 中 还 引进 更 方便 的 第 二 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 
TF ro ZF tA *, T= FTI. (27) 
由 于 革 的 对 称 性 ,显然 
T= 了 *. (28) 
这 时 ,426) 就 变 成 Kirchhoff 运动 方程 ; 
7 


(CFT) 六 pf 一 pp 在 经 . (29) 
土 面 引进 的 三 种 最 常用 的 应 力 张 量 £, =， 了 都 同样 有 效 地 刻 划 物 
体 的 应 力 状 态 ,它们 分 别 满足 不 同 的 运动 方程 ， 


$ 5 ”能量 守恒 律 和 动能 定理 


能 其 守恒 律 堂 诉 我 们 ， 物 体 动 能 和 内 能 的 时 间 变 化 率 等 于 外 
力 对 物体 所 作 的 功率 .对 任意 时 刻 上 和 物体 的 任 痊 部 分 到 , 下 述 
能 景 守恒 律 成 立 : 


了 二 rodz 十 | za )—| vfpdv 
dt Vs,2 EF 
二 | oa {1) 
GE . . - 


其 中 乞 ( 萤 ，!) 是 物体 典型 点 苦 在 参考 构 形 的 单位 体积 均 质 在 


时 刻 + 的 内 能 ， 
利用 (4.9)。， 散 度 定 理 , .Cauchy 运动 方程 和 定理 3.4, (1) 式 


右 端 可 化 成 


| vfpdr + | ve A 一 = | [zj + (wut}w ]dp 
pi dag, * Pi . - 


一 |, [vp(pf + £¥) + t: (vO@V) dy 


-|, [voore: (于 十 天] (2) 
-EE), Tver t+), tbar. 3) 
上 式 又 可 改写 为 


| of oa +t) 风 vt ef t:Das — 0. (4) 


对 于 刚体 。 上 式 无 端 最 后 一 项 为 堆 ， 而 前 两 硕 代 表 _D， Alembert 原 
理 下 有 效力 (外 力 十 惯性 力 ) 的 功 津 ， 对 于 变形 体 ， 住 运动 中 各 物 
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质点 间 的 距离 发 生变 化 ， 有 效力 的 功率 不 再 为 办 而 等 于 克服 内 约 


束 力 所 作 的 功 。 因 此 ， 上 式 最 后 一 项 一 | ，t: Dav 可 称 为 内 约束 
力 功 率 . 

(3) 式 又 可 改写 成 动能 方程 

|， 二 wpd 一 | .oroas 十 J, ptda 一 Der. (35) 

意 恩 是 :动能 增加 的 速率 等 于 外 力 和 内 约束 力 功 率 之 和 ， 

为 了 今后 需要 ,我 们 将 内 约束 力 功率 项 写成 物质 形式 ， 为 此 ， 
改写 (1) 式 右 端 ,得 

| vfpdv 十 | 


EE 


vtnda 一 | TfpodV 十 | XrNad 
站 和 
一 | (fp +t ro) + :2@Y) ar 
一 | {xp 十 :Fa 
Ed 


一 也 1p | :E 
4 | vpde + |), T:Edv, (6) 


其 中 利用 到 
XW 一 x n= EF, 
1 


。 1 . 1 一， 。 。 
EC= FF = 也 (FPF*F + FPF*F) 


= (F*LF + F*L,F) 一 F*DF, 
:天 (FT LE) ~ TR) = (FP*LAEFT) 
tr (TH*L+F) 一 afTF* Lnt+ Ls F) 
2 
= tr (TF*DF) 一 tr (TE) 一 T:E, 
{2 一 6) 都 是 动能 定理 的 不 同 表 现形 式 . 将 (3) 或 (人 门 代 人 能 量 守 


屋 律 (1) 的 右 端 ,应 用 局 部 化 定理 ,得 能 量 守 恒 律 的 局 部 形式 : 
SE~ Ft:iD- rif TT:E, (7) 
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$6 弹性 的 本 构 天 杀 和 问题 的 建立 


目前 为 下 的 分析 未 赤 及 介质 的 性 质 ， 印 使 在 相同 的 外 力作 
用 下 :不 同 材 料 牌 成 的 物体 进行 的 震动 是 不 同 的 。 例如， 人 在 10 公 
让 力作 用 下 ,相同 长 度 和 直径 的 橡 度 筋 的 分 长 远大 于 钢筋 的 伸 长 ， 
岩 此 ,要 建立 一 个 弹性 力学 的 完整 建 论 以 解决 实际 问题 ,还 需 补充 
反映 材料 性 质 的 “本 构 关 系 "。， 本 构 关 系 是 材料 性 质 从 经验 归纳 加 
以 抽象 化 的 数学 表现 ， 每 一 个 本 构 关系 定义 一 种 理想 材料 。 研究 
本 构 关系 的 建立 是 理性 力学 的 重要 内 容 ， 理 福 力 学 从 极其 一 般 的 
确定 性 公理 “材料 在 时 刻 ;的 行为 由 物体 在 该 时 刻 以 前 的 全 部 运 
动力 失 所 确定 ”出 发 ,还 引进 一 系列 别 的 公理 ,如 局 部 作用 公理 , 客 
观 性 公理 ,记忆 带 减 公理 等 等 ,演绎 出 各 种 类 型 材料 的 本 构 甘 系 . 
红 性 的 本 构 关系 是 其 中 最 简单 的 一 种 .这 种 注 绎 需要 较 多 的 准备 . 
由 于 篇 幅 所 限 ， 而 且 本 书 日 的 不 在 于 此 ,我 们 将 不 沿 缆 这 种 做 法 ， 
而 简单 地 作为 一 种 公设 直接 控 受 弹性 的 本 构 关系 . 

6.1 定 ”和 如果 物体 盟 型 点 下 在 任意 时 刻 :的 应 力 状 态 完全 
由 该 时 刻 该 点 的 应 变 状 态 确定 , 则 构成 该 物体 节 是 Cauechy- 弹 性 
材料 ,或 简单 地 ,弹性 材料 . 口 ] 
用 第 二 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 和 Almansi 应 变 张 量 和 表述 的 
弹性 本 构 关系 臣 


记 | 


TX, 站 — FOECX, 1), X). (1) 
6.2 定义 ”如 此 物体 典型 点 其 在 任意 时 刻 + 的 内 能 密度 完全 
由 该 时 刻 该 点 的 应 变 状 态 确 定 , 则 攀 成 该 物体 的 是 Green- 弹 性 材 
料 ,或 超 弹性 材料 ， 超 弹性 材料 的 内 能 密度 于 称 为 弹性 势 ， 口 
用 Almansi 应 变 张 量 衣 述 的 超 弹 性 本 构 关 系 是 
了 [居中 一 瑟瑟 (下 ,中 XN). (2) 
本 构 函 数字 或 六 不 显 含 革 的 材料 称 为 均 质 的 ， 否 则 为 非 均 
质 的 ， 在 只 讨论 物质 点 在 的 局 部 性 质 时 ,材料 的 均 足 与 否 是 无 关 
重要 的 。 因 此 ,可 以 将 (1) 和 (2) 分 别 简 单 地 窟 为 ; 


，200， 


T= T(E), (3) 
ZE= 3 五 )， (4) 
在 运动 的 初始 时 刻 ww， 二 一 OQ， 我 们 假设 物体 无 初 应 力 , 即 

在 村 刻 ww。 一 OQ. 我 们 也 假设 2(O) 一 0. 
在 下 面 的 讨论 里 ， 用 到 能 说 守恒 局 部 形式 的 物质 描述 (3.? Da: 
= T:E— ri:kF, (5Y 
6.3 推论 ”起 弹 性 材料 必然 是 弹性 的 ;但 弹性 材料 未 必 是 超 弹 
性 的 . 
证 明 设 起 弹性 材料 的 本 构 闫 系 汐 {4}， 在 运动 由 。 上 典型 点 
的 应 变 状态 随时 间 钙 变化, 即 吾 是 上 的 国 数 ， 根 据 〈ITV.8.67， 求 
复合 晤 数 中 瑟 (O) 对 z 的 导数 ,得 


和 (5); 比较 ,有 


对 称 仿 身 全 的 标量 信函 数 2 的 梯度 -号 是 对 称 的 ,因而 了 一 
-第 也 是 对 称 的 。 另 一 方面 对 称 仿 射 其 二 的 任意 性 使 了 一 - 生 


只 能 是 反 称 的 (根据 (HL9I17. 同 时 是 记 称 和 反 称 的 仿 射 量 了 一 
Aas 
EE 只 能 是 零 仿 射 量 ,从 而 有 
das 

T= AaE" (5) 
这 样 ,也是 五 的 函数 导致 其 梯度 ,从 而 子 也 是 到 的 疯 数 。 因此， 
(6) 是 一 种 弹性 的 本 构 关 系 (3)， 故 " 超 弹 性 过 弹性 ”, 

现 设 材料 为 弹性 ,本 构 关系 为 (3). 将 (3) 代入 {5) 式 的 中 间 

项 ,将 之 从 ww 到 :+ 积分， 当 (3) 满足 冬 件 

站 了 全 7 (7) 


BE ~ HE;? 
(5) 式 中 间 项 的 积分 与 应 变 的 路 径 无 关 , 这 时 我 们 从 (5), 才 有 
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SKE)— 上 TIG): a. 8， 
这 说 明 ， 条 件 (7) 保证 弹性 势 了 的 存在 性 ,并 且 是 积分 上 限 去 的 
阔 数 . 因此 " 弹 蔬 苇 超 弹 覆 * 是 有 条 性 的 ， 口 
如 果 弹 性 势 卫 以 右 Cauchy-Green 应 变 张 量 作 为 牢 变 量 , 莹 上 不 

到 {1.11) 和 


所 一 ic, T:E= iT:C, 
2 2 


用 羔 贫 约 步 只 又 得 
一 ;42 
To=2 aC (9 
如 果 将 R 一 天 有 代 人 弹性 势 ,又 得 到 
= FCF), (10) 


要 注意 ,了 是 术 的 隙 数 是 有 条 忻 的 。 必 须 是 以 CC 为 中 间 变 昌 的 特 
殊 的 复合 好 数 。 利 用 (5.7);, 又 得 
rz 一 -5 (11) 

对 于 常用 的 各 向 间 性 材料 ,我们 有 

6.4 定义 ”材料 称 为 各 向 同性 的 ,如 果 它 的 本 构 函 数 是 各 向 同 
性 的 . 口 

根据 第 TV 章 各 向 同性 张 量 函数 的 理论 ,我 位 

6.5 推论 ”各 向 同性 弹性 材料 的 本 构 关 系 为 


T=omC+ pit pC (12) 
或 (用 Cauchy 应 力 张 量 ) 
f=—hBTi bof + 中 -一 ， (13) 


其 中 ps… ,中 1 是 CIC 或 肠 ) 的 三 个 主 不 变量 I, I 和 和 11 的 了 消 
数 ， 

证 明 各 向 同性 函数 了 (CC) 可 表达 为 
TIC) = pd gC 十 和 人 (14) 
用 民 点 箭 尼 的 Cayley -Hamilton 方程 去 消去 (14) 中 的 C', 就 
得 (12)。 同 样 ,用 如 的 Cayley-Hamilton 方程 消去 下 式 
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一 fFTE* 一 I pFCE* t pFF* + pF CF*) 
一 fp t+ pnB t+ pd) 
中 的 侣 , 就 得 (13). 口 


类 似 地 ,又 有 
6.6 推论 ”各 向 同性 超 弹性 材料 的 本 构 关 系 为 
5 =— BS{1, Il, I1), {15) 
7 一 :全 +T182 +IT8 ) 
AT AIT QIIT 
E23 TI) C+ ec) 
IT alIII / AIIT 
?|( 旺 + 132) 一 CIE 2 c+], (16) 
QJ d1I da1I SIII 
2 [85 他 hy 
t—_ 2|p 2 
/INL A + tn ar ar 3) 
日 3 p- 
一 TI -二 BA: 17 
27 8". 口 (17) 


总 起 来 ,不 论 是 弹性 还 是 超 弹 性 ,我 们 均 有 了 几 材料 性 质 完全 确 
T= TIOY). (18) 
有 了 物体 的 应 变 状 态 ,就 可 利用 《人 18) 求 得 相应 的 应 力 状态 ， 而 由 
物体 的 运动 xt 党 , £) 则 可 求 得 变形 梯度 及 各 种 应 变 张 量 。 因此 ， 
求解 弹性 力学 问题 归纳 为 求 物 体 的 运动 。 落 碟 到 上 述 这 些 依赖 关 
系 , 对 于 一 种 给 定 的 本 构 关系 , 任 一 组 运动 方程 总 是 仅 含 运动 的 三 
个 未 知 逆 数 x 天, 的 偏 德 分 方程 组 ， 例 如 Kirchhoff 方程 
(FT) + pfy, — po 在 涩 ， (19) 
其 中 ma 有) 是 已 知 谓 数 ， 天 (天 日 一 开拓 个 ，1 也 可 以 认 
为 是 给 定 的 .对 (19) 所 初始 条 件 是 容易 的 ， 边 界 条 件 可 以 在 部 分 
B 腕 工 给 定 几 何 约束 ， 即 对 于 属于 这 部 分 边界 的 点 演 给 定 x 大， 
站， 和 在 日 统 的 男 一 部 分 上 可 以 给 定 面 力 , 妈 对 这 部 分 的 点 芝 给 
定 下 TN( 达 , /， 浊 然 ,还 可 以 有 混合 边 卉 条件。 实际 上 ,耐力 在 
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不 同时 刻 作用 在 尚 属 未 知 的 Br(a 的 相应 部 分 上 ， 因 此 ,给 定 面 
力 条 件 会 有 一 定岗 难 。 人 们 常 引 进 有 了 时 办 得 入 汐 的 死 载荷 概念 . 
除了 应 力 边 条 件 包含 符 求 的 x*{ 苦 , 1:) 的 困难 外 ， 方 程 组 (19) 是 
一 组 高 度 非 线 姓 的 方程 组 。 至 今 只 有 少数 简单 问题 用 半 反 递 法 求 
得 精确 解 。 解 决 具体 问题 一 般 用 数值 方法 ， 如 有 限 元 法 .弹性 的 
一 般 理 论 的 方程 组 的 理论 近年 来 有 些 进展 .这 里 不 准备 涉及 . 

对 弹性 的 一 般 理 论 感 兴趣 的 读者 可 参阅 拙 善 吧 非 线 性 弹性 理 
论 》, 科 学 出 版 社 ，1980”, 
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第 VII 章 经 典 弹性 力学 


经 典 弹 性 力学 是 线性 理论 ,没有 弹性 的 ~- 般 理论 那样 复杂 ,已 
发 展 得 相当 完善 。 并 得 到 工程 实际 的 广泛 应 用 . 它 既 可 以 看 作 一 
般 吾 论 线性 化 的 结果 ， 也 可 以 独立 地 直接 从 若干 公设 出 发 建立 至 
论 . 这 个 理论 的 历史 正 是 裕 后 一 途径 演化 过 来 的 。 和 一 般 理论 线 
性 化 的 重合 是 后 冯 才 添补 上 的 本章 桌 则 .上 介绍 后 一 途径 。 但 在 
论证 方法 上 和 一 般 理 论 相同 的 地 态 , 就 直接 引用 上 一 章 的 结果 .为 
了 说明 第 氏 张 量 记 法 的 应 用 及 它 的 某 些 优越 性 , 我 们 有 了 时 硅 本 的 
直角 坐标 系 里 用 分 量 讨论 问题 ,例如 协调 条 件 充 分 性 的 证 明 , 等 截 
耐 柱 体 扭转 数学 间 题 的 建立 等 ， 除 了 连续 统 假 设 ， 经 涩 弹性 接受 
下 述 三 个 公设 : 

(1) 小 位 称 梯度 公设 ?; 

(2) 网 化 公设 ; 

(3) 线性 弹性 公设 . 

在 用 到 这 些 公设 的 地方， 我 们 将 给 出 它们 的 确切 售 义 ， 了 解 
场 论 的 读者 ,熟识 了 第 工 章 $ 1 的 内 容 以 后 就 可 直接 阅读 本 章 . 


$1 形变 的 分 析 


在 三 维 欧 于 空间 户 给 定 笛 氏 坐标 系 {x:} 和 安 的 基 {e;}. 设 
物体 典型 点 在 参 演 构 形 占 有 有 区域 深 己 证， 典型 点 用 它 在 鹏 所 在 
位 置 的 向 径 x( 一 xiei:) 小 示 ， 而 它 在 当前 构 形 *( 的 位 置 则 用 
十 Ht) 表示 ,其 中 a 一 wet 是 位 移 场 ，Efx) 是 物质 点 x 的 


1) 公设 1) 用 于 形变 和 分析， 也 可 等 价 妥 用 物 曙 概念 更 明确 的 小 神 长 谋 和 小 转 
角 公 设 , 但 注 经 复杂 些 ，noj 参 向 作 者 的 * 闫 于 小 变形 理论 的 基本 恨 设 ;力学 与 实 
践 ， 生 1980361--.64。? 
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位 移 向 量 ， 为 志 窟 简单 计 。 这 里 和 今 居 省 去 对 时 间 # 的 依赖 性 的 
表示 . 

考虑 物质 点 * 令 域 的 任意 点 * 寺 sn， 共 中 Rn 是 单位 向 量 ， 
* 是 任意 不 为 零 的 小 数 ， 该 点 在 + 的 位 置 是 x 十 sn 十 w(x 
十 sn)。 形 蛮 后 的 物质 线索 (精确 到 ols)) 是 

n= [x ntart sn)j—[x+ n(x)] 
= nt (um vn+o(l). 【1 

定义 上 在 方 向 物质 线索 的 伸 长 率 ( 一 长度 比 一 1) 

Ba: 一 lm | 本 | 一 1 


‘=o |sn) 


Vnt (vn ni By)n)— 1 
-Vn veut vn 一 1 


-Vall+iet(v oD vIn 一 1， (2) 
其 中 仿 射 量 e 是 
一 EiieieCoei : = 六 {oD 十 归 加 DD， 
8 一 py (Ca Tt i) (3) 
并 称 为 Cauchy 关系 ， 小 位 萝 梯 庶 公 设 是 
la@wvl <1 (C4) 
它 导 至 
lel «1, (5) 
并 且 可 以 忽略 (2) 式 方 括号 内 梯度 的 二 次 项 。 于 是 我 们 有 
su 一 AVI-znen 一 1。 (6) 
考虑 到 


nen‘l1 Yi = 1, 
将 (6) 式 展开 为 宕 级 数 ,并 略 去 高 阶 小 量 , 最 终 得 
En = NENR 一 Binmin,. (7) 


这 说 上 明 , Rn 方向 物质 线 素 的 促 长 率 是 仿 射 便 e 在 该 方向 的 法 分 量 ， 
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并 与 s 无关。 有 了 , 就 可 过 (7) 计算 任何 方向 的 伟 长 率 。 因 此， 
s 称 为 应 变 张 量 , 它 是 位 移 梯 度 = 包 Y 加 法 分 解 

和 区 有 一 三 十 到 二 《8 
的 对 称 部 分 . 
肥 称 部 分 
wo wei De: 一 (uy Ou), 


Wi {s,s 一 #7) {9) 


并 满足 Pwl 冬 1， 根据 第 玉音 $9, w 实现 小 转动 ， 沽 虞 世 的 
有 反 侦 名 {是 和 Hodge 对 偶 荆 一 符号 的 向 量 ): 


1 I 
[| mi ipe tt {10 
2. 3 2 syrs } 
， 到 一 一 Go: Wri — BHD (11) 
这 样 ， 本 
有 了 一 (em)n = em Hn) = xXxn, (12) 
六 . 


Wi 一 Grorie, 
从 {12) 可 以 看 出 ， 向 早 场 w 在 每 物质 点 将 每 物质 线 素 转 过 一 
个 小 角度 Iw。 也 称 为 转动 张 最 ， 
于 是 ,形变 后 的 物质 线 素 n,( 线 性 依 环 于 :， 现 取 : 一 1 为 代 
表 》 在 公设 《4) 下 ,和 近 扫 地 可 写成 
站 一 着 十 中 X 光 于 十 攻 了 。 (139) 
太 而 有 形变 亲本 定理 :物体 物质 点 ( 连 司 它 的 邻 域 ) 的 形变 由 平移 ， 
转动 和 纯 变 形 加 法 组 成 、 分 别 击 wm 和 5 人 代表。 
在 经 典 再 论 里 ,只 有 - 各 开 变 张 量 ， 


$2 协调 方程 


给 定位 移 场 mW， 就 可 用 Cauchy 美 系 (1.3) 


一 六 Luss; Et ty) (1) 


“Bi: 
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讨 算 唯 一 确定 的 应 变 场 。 但 任意 给 定 的 对 称 佑 射 量 场 不 一 定 是 对 
应 于 某 位 移 场 的 应 变 场 ， . 

2.1 定理 给 定 的 对 称 仿 射 量 场 sx 是 应 变 场 的 充 要 条 件 是 

Bi kt 十 可 于 一 (2) 

证 明 显然 ,即使 ev 是 应 变 场 , 它 也 不 瞧 一 确定 位 移 场 ,因为 
本 可 以 包含 并 不 影 啊 应 变 场 的 任 章 刚 体 运动 ， 我 们 通过 规定 某 物 
质点 台 的 位 移 wy( 台 ) 一 雪 和 刚性 转动 ma mm) 一 ay 来 消除 这 
种 任意 性 . 

条 件 (2) 的 必要 性 可 以 通过 将 (1) 代 人 验证 . 

为 了 证 充分 福 。 我 们 用 Cesaro 积分 求 任 意 点 x* 的 位 称 向 量 
《对 单 连通 物体 ): 


tf 一 友 十 一 开赴 | nisd rs 


EE 
2 


芷 EE 
一 pg 十 | Ejkdxa 十 | Wijd ri, {3) 


tis Cr 一 < 十 | Cx 一 Ev dt 


就 得 
sx) ws Dt) [en 
+ (x 一 xi) wr ld 
+ wh (ri + 他 [Bis 
+ (ri — x ) ER ~ EN) dxh, (4) 
其 中 洪 虑 到 


1 1 

Wi — (Wik — 二 + 本 【人 一 下 
1 1 

= 的 (m,n 十 Hs 一 2 (mj,t + ki ore 
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注意 , 带 撤 的 是 积分 变量 .位 检 wt) 被 唯一 确定 ， 如 果 〔4) 式 
的 线 积分 与 路 径 尖 关 , 其 充 要 条件 是 被 积 了 前 数 满足 
0 [et +t (xi ~ x (BR — Et) i — [Lent Cx, 
一 x (Bs — EN}, 
一 一 Bik — Ont — EN) + Hil EL — E147) 
Cri {Bri — Bi Ba tT Sik). (5) 
前 面 各 项 互 和 消去， 最 后 一 项 的 前 面 因 子 《wi 一 x*7)】 可 以 任意 选 
择 , 因 此 后 面 的 因子 为 零 才能 满足 (5), 而 这 正 是 条 件 (2).。 口 
从 表面 上 看 , (2) 包含 81 个 条 件 ， 但 实际 上 只 有 5 个 是 独立 
的 。 事实 上 , (2) 可 写成 


BI 一 0。 
由 于 商 组 指标 各 自 到 称 , 上 式 又 等 价 于 它 的 对 偶 
erirdritBii, tt = 0, (6) 


(6) 式 只 含 两 个 自由 指标 ， 是 一 个 优 射 晤 条 件 . 从 下 式 还 可 以 看 
到 ,这 个 条 件 是 对 称 的 : 


BNOrRE A — Of ROri Bik = OresrAEid 下 


所 以 ,实际 上 只 有 6 个 代数 独 空 的 条 件 ， 


$3 动力 学 分 析 


基本 上 和 一般 理论 相应 的 部 分 相同 ,但 又 有 原则 差别 ， 差 别 
在 于 刚 化 公设 的 引进 。 在 一 般 理论 里 ， 动 最 和 和 动量 矩 平衡 律 是 对 
当前 构 形 r(x》 的 任意 部 分 .更 , 而 言 的 。 而 在 经 由 理 论 里 ， 由 于 
小 变形 ,在 应 用 平衡 律 时 把 物体 看 成 在 参考 构 形 统 原 地 不 动 , 物 
体 好 像 刚 化 了 似 的 , 而 本 来 作用 在 rt 的 外 力也 相应 地 移 到 缀 ， 
这 就 是 刚 化 公设 .现在 就 只 有 一 种 描述 法 一 一 物质 描述 。 在 刚 化 
公设 下 . 质量 密度 不 发 生变 化 :plx; 7) 一 ptx)， 质量 自然 守 
恒 ， 布 速度 和 加 速度 就 是 


章 开门 旦 二 


u(x, 1) 一生 (1 VT, 1), 
本 [xp K(X) alr, 1), | 
根据 上 一 章 53 的 Canchy 应 力 张 量 存 查 定理 ， 存 在 仿 射 量 
场 o 一 rpjiei 多 ei， 使 得 在 物质 点 xE 鹃 以 Rn 为 单 代 法 耐量 的 截 
面 上 应 力 向 量 为 


t= DT i — oni, C1) 
因而 ， 9 刻 划 物体 的 应 力 状态 ， 称 为 应 力 张 量 。 经 帆 旭 论 井 内 有 
一 种 应 力 张 量 . 

根据 动量 平衡 律 ， 对 物体 的 任意 部 分 各 C 殉 ， 在 每 时 启 ， 19 


有 


主 |， aoa = |, pfas + | ide, (2) 


其 中 F(x, 1) 为 休 力 ， 由 于 名 不 随时 间 市 变 。 可 直接 在 积分 号 
下 对 求 导 .应 用 (1), 散 度 定理 和 局 部 化 定理 ,依次 有 


|) Cov or 一 aas 一 0， 


ow + pf = pii, oi 十 十 pf; 一 Bie (3) 
这 就 是 经 典 理 论 的 唯一 的 运动 方程 。 动 量 矩 平衡 律 要 求 应 力 张 量 
是 对 称 的 : 


人 一 好。 gj = Oi, (4) 
$ 4 广义 Hooke 定律 


经 典 理 论 的 本 构 关 系 接受 线性 弹性 公设 , 即 庶 力 - 应 变革 系 是 
线性 的 ，。 报 据 商 法 则 ,有 
ogo— Eie, -oo,= Fg, (1) 
其 中 四 阶 张 芭 
更 一 Pirnei 的 有 的 er 的 上 
称 为 弹性 张 量 . 寻 果 三 不 依赖 于 x。 绚 体 是 均 质 的 . 记 力 张 最 og 
和 应 变 张 量 & 的 对 称 性 使 得 Ei 分 别 关 于 前 商 个 下 标 和 后 两 个 
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Jr 


于 标 是 对 称 的 
Ejirs 一 Eiji = Ei (2) 


式 (1) 是 Cauchy- 弹 性 本 构 甘 系 ， 如 果 还 满足 
Eiivs = Ersijs (3) 


划 (17 或 为 Green- 弹 性 的 条 件 
or 一 Dom 
Br, Deg 
满足 这 时 存在 弹性 势 ,在 经 典 理 沦 里 常 称 为 应变 比 能 ,并 记 作 


"0 o:de ~—| CE:sy:de — 4) dle:E:e) 


一 se:E':eCD m= 
2 


人 区 


小 二 


1 1 
一 也 EiNEjEN 一 记 TijEs. (4) 


这 里 接受 了 确 (o) 一 0。 可见 ， 环 是 应 变 张 午 的 二 次 型 。 物 理 上 
水 票 求 正定 性 .现在 显然 有 
dH dW 

一 de ii = Den” {5) 
用 热力 学 定律 可 忆 论 证 ， 对 径 常 出 专 的 静态 学 情形 (等 温 过 程 )》 和 
进行 高 速 振动 的 动力 学 过 程 (绝热 过 程 ) 应 变 比 能 函数 是 存在 的 . 
两 胰 , 丰 经 则 理论 里 我 们 总 假定 弹性 是 Green 意义 的 ， 并 简称 为 
弹性 ， 对称 性 (227 和 (3) 使 得 弹性 张 量 只 有 21 个 独立 常数 ， 

根据 第 IV 章 定理 5.1, 各 向 同性 弹性 体 的 本 构 关 系 是 


To eT TT Ze, oi — tepid + 2p8ijs {56) 
称 为 广义 Hooke 定律 ， 这 村 
加 站 和 — 4By6ar + nladi + Fadig)s 7) 
它 自然 满足 条 人 忻 (3).， 仪 有 的 两 个 独立 弹性 常数 
i 之 0, 下 人 (8) 


称 沟 Lams 和 更 在 应 变 和 


WE) -=— = (te 十 ne:E 一 和 (BEARY 十 Wee. (9) 


拉 且 让 


(8) 和 《9) 证实, 在 各 向 问 性 情形 , 丈 的 正定 亿 . 
为 了 求实 暴 上 常常 用 到 的 【6) 的 道 关系 , 肥 (6) 的 迹 
三 如 一 《34 2n)tr€, 
代 人 (5) 并 移 项 ,就 得 各 让 同性 的 应 变 -应 力 关 系 : 
由 
2r (31 十 26 


《trer ) 十 - 工 a, 
28 


OAS 十 - 本 ai 10) 


和 
op 
" 2p(34 + 2p) 24 


$5 数学 问题 的 建立 


我 们 这 时 仅 就 各 人民 同 福 体 建 立 数 学 问题 。， 刘 划 物 体 各 种 闫 态 
的 三 组 最 wt x, 21), EL 等。 £) 各 oii( x, :} 共 傅 15 个 符 求 涡 数 . 
我 们 前 面 得 到 了 15 个 方程 : 


Cauchy 关系 。 es 一 六 (mi 十) (1) 
Hooke 定律 ii ™ 及 EX 全 二 十 2 UE ris (2) 
运动 方程 ois 士 pl; = pi (3) 


这 是 问题 的 完全 方程 组 ， 现在 待 求 函数 包含 位 移 场 ， 协 洞 方程 
(2,2) 是 自然 满足 的 ,不 必 烈 进去， 也 有 不 求 位 移 场 的 人 解法， 这 时 
协调 方程 必须 列 人 。 这 里 不 涉及 这 种 方法 ， 三 组 待 求 函数 中 ， 位 
称 场 是 最 基本 的 。 可 以 用 《1) 代入 (2), 再 代入 (3), 就 得 到 只 含 
xy 2】 的 方程 组 

EH TF CA TF pais + ph — pi C4) 


x rad dv 在 十 上 一 6 在 鹃 ， (5) 
称 为 Navier 方程 ,其 中 p 和 了 是 给 定 图 数 . 这 荐 二 阶 双 蜡 型 全 
微分 方程 组 ,还 项 要 根据 向 题 给 出 定 解 条 件 . 
C1) 初 条 件 
ut x, 0) — ft x) 
tix 0) 一 就 


| wxe 天 C6) 
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{2) 边 条 件 可 有 
(i) 位 移 边 条 件 (第 一 类 ) 


和 人] 一 Ex, Vr OR, 1 io. (7) 
i】 应 力 边 痊 人 忻 ( 第 二 类 ) 
oni = FX i) WAXE ODMR, 1 os C8.) 
寻 
aki 十 ps 十 ti) = FilY, 41) (9) 


这 是 对 wi 的 导数 的 人 条件, 因而 是 第 二 类 边 人 条 件 . 
( 计 》 混合 边 条 件 ( 第 三 类 ) 
在 日 统 的 部 分 (9 琉 ),。 上 给 定位 移 , 币 在 
(BK)F — 82 (RR), 


上 给 定 面 力 ， 总 言 之 ,在 边界 上 每 成 必须 给 定 三 个 边 条 性 ,而 且 蚌 
在 三 个 非 共 面 的 方向 上 各 给 定 一 个 条 件 ， 这 三 个 条 和 件 黄 至 可 以 是 
不 同类 型 的 , 钢 如 某 方 向 给 定 该 方向 的 位 移 分 量 , 而 男 一 方向 则 给 
定 面 力 分 量 . 这 种 边 条 件 称 为 第 四 类 的 ， 光 讨 刚 印 问题 在 接触 边 
界外 的 条 件 就 属于 第 四 类 . 

如 果 物 体 进行 女 慢 运动 , 当 : 一 co 时 ， 物 体 趋 于 静止 平衡 状 
态 ， 方 程 (5) 的 右 端 为 零 。 方 程 变 成 顶 圆 型 的 、 这 时 就 有 静 力 学 
问题 ,在 数学 上 是 Navier 方程 的 还 值 问 题 . 

长 期 以 来 ， 数 学 家 和 力学 家 们 在 弹 些 力学 的 数学 问题 上 做 了 
大 斌 的 理论 研究 ， 提 出 了 众多 的 解 靶 ， 经典 弹性 已 是 一 门 成 熟 的 
力学 分 支 ， 尽 管 如 此 ,求解 具体 问题 还 是 不 荔 的 .人 们 往往 根据 物 
体 的 具体 形状 和 外 力作 用 的 特殊 性 而 将 问题 从 数学 上 约 化 ， 下 一 
节 举 插 转 问题 为 例 说 好 。 这 例子 也 是 稍 氏 张 量 记 法 的 极 好 练习 。 


55 扭转 问题 


侧面 自由 的 等 项 面 长 柱 休 只 在 两 端 受 归结 为 沿 各 商 的 合力 抵 
M 的 面 力作 用 (图 77 ,端面 面 力 分 在 并 未 给 出 ,而 只 要 求 端 面 面 力 
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的 合力 和 合力 逢 等 于 给 定 值 ， 这 不 契 一 个 漳 性 力学 问题 的 标准 提 
法 .但 这 正 给 我 们 提供 寻找 最 容易 求 得 
解 的 可 能 性 . 

材料 力学 的 初等 解 告诉 我 们 ， 捏 转 
的 贺 柱 你 的 各 横 截面 形状 不 变 地 ( 仍 为 
六 ) 绕 贡 转 过 一 个 角度 ， 受 这 个 启发 ,我 
们 对 非 贺 截面 柱 体 扭 转 稚 形变 作 一 些 狂 
想 : 也 假设 每 截面 刚性 池 儿 过 一 个 角度 ， 
但 不 要 求 截 面 仍 保 持 为 平面 。 下 面 将 看 


到 ,这 种 猜想 是 对 的 . 
我 们 面临 的 是 一 个 无 体力 作用 的 吾 
力学 问题 ， 


我 们 将 第 氏 涂 标 系 {x，#，z》 的 
原点 口 定 在 柱 体 的 底面 , s- 轴 平行 于 柱 轴 , 基 向 量 为 tle,, @， 站}. 
今后 希腊 指标 从 1 到 2 取 值 .每 堆 面 所 在 平面 是 一 个 2 维 欧 氏 尘 
癌 妨 。 在 这 个 平面 内 向 径 记 为 


7 一 tole, (1) 


我 们 还 将 用 到 


Eng Eng 


站 er 六 = [eesh], 


_ | Bop (2) 
dugdrp 一 Bp Boo ByB pp BapB pr» 
Gagdrys = fr。 
假定 在 * 处 的 截面 避 转 过 能 度 
日 一 sg, . (3) 


“是 一 个 常数 , 称 为 扭 率 ,是 每 单位 澡 度 的 相对 扭转 盘 ， 记 位 移 疝 
量 为 


下 一 Noes 十 纪 下 ， (4) 
由 于 小 变形 ,8 1， 几 有 
ta — (OR X 了 了 je 一 merol Reyes] 一 — ereogrp, £5) 
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叉 假 定 轴 商 位 移 与 # 苞 关 , 即 各 截面 翅 曲 相向 ， 
wr) 一 oqplr)., (6) 


ptr) 称 为 泗 曲 防 数 . 

总 的 说 来 ,我 们 对 位 移 作 了 假设 (5) 和 {6), 其 中 包含 一 个 待 
定常 数 a 和 函数 ptr)， 我 们 将 看 到 ,这 种 假设 是 正确 的 。 下 面 先 
检验 各 组 方程 . 

(i) 将 15 6) 代 人 Cauchy 尖 夭 (5.1)》， 得 


Eap 一 0, gsr 一 0, (7) 
余下 两 个 不 恒 为 零 的 应 变 分 量 与 * 无关: 
Er 一 (w. 士 ee 一 Cp, cpXp]。 (8) 


《ii 央 te 一 B00 十 56: 一 和，Hooke 定律 (5.2) 奕 成 


oi 一 2 p86, 


于 是 
Tag = 1), gzs — 0. (9) 
不 恒 为 零 的 应 力 分 量 也 就 上 只 有 两 个 (也 不 依赖 于 =); 
Ose 一 2UBao 一 op pn 一 Eapxa). C10) 
4 将 (9,10) 代 人 平衡 方程 (5.3)， 依次 得 
Traa 一 站 
Paw 一 gupd se — 0, C11} 
im 一 0， 
Vip 一 了 在 2. (12) 


可 以 看 出 ,如 果 P 是 调和 沙 数 ， 则 们 移 假 设 (5, 6) 满足 平衡 方程 
(5.3), 并 且 给 出 应 变 分 布 {7,8) 和 应 力 分 布 (9, 10). 
余下 问题 是 看 (5， 5) 能 否 满 足 边 条 件 , 并 最 终 确 定 ptr)》 和 
%， 为 此 ,要 做 上 竺 准备 工作 , 考 卡 任意 截面 号 如 图 8， 外 边界 为 Cu， 
内 边界 为 Ci(i 一 1,:…, PP)， 边 界 的 单位 外 法 向 量 为 fn 一 fue， 
边界 弧 长 参量 | 增加 的 方向 使 区 域 9 留 在 丰 手 边 ， 于 是 ,边界 的 
单位 切 癌 其 是 
dr Ad xe xe (13) 


二 一 Joen 一 -一 一 es fo 一 


Aas ds A 


= R15 * 


8, 
于 是 ，{ 是 , n, t} 是 忆 在 柱 体 侧 边 上 的 局 部 正 标准 正 交 基 ， 从 而 


下 re ee X 丙 一 一 ae eei 一 Gotgees {14) 
ds 而 


并 且 


好 ao 一 Gapt ps 和 ugg, (15) 
.现在 检验 边 条 件 . 
(i) 自由 的 侧面 边界 的 单位 外 法 向 量 为 tm, mz, 了 0)。 考 虑 到 
{9,10), 不 倡 满足 的 应 力 边 条 性 (5.9) 只 有 

gara = 0 BR (pa — eupra) ne = 0, (16) 
根据 边界 法 向 导数 的 定义 ,应 用 {15) 和 (13),，. 上 式 变 为 
dx, 1 d(xoxe) 

ds 


好 
< 一 Pafio 一 Sapt ole 一 由 fo 一 bo 


dn 2 ds 
十 是 ,侧面 边 条 件 归 结 为 
dp 1 ar 
如 王 2 全 在 89， (17) 


方程 (12》 和 条 人 忻 (17) 使 得 ， 门 曲 函 数 ptr》 是 平面 区 域 9 上 
Neumann 布 I 题 


Vip=0 在 号 ， | 

dp 1 Cr: > (18) 
一 一 一 09 

dan 2 8 在 
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的 解 -这 个 解 只 依赖 于 截 曾 交 何 形 状 ,与 端面 条 件 和 4 的 值 无 尖 。 
问题 (18) 解 的 存在 的 必 记 条件 是 自然 满足 的 , 因 


ar = 二 ar' 0. 
3 dant 2 d8 


问题 的 解 并 不 唯一 :可 芜 一 个 任意 常数 。 
(ia 上 端面 的 外 法 向 为 是 一 (0, 0, 1)， 合 力 汶 
天 一 (10) 


和 合力 矩 为 
M— Mh. (20) 
面 力 有 公式 
让 一 of ome;: 一 Oise 一 Gaaeo 一 ou pa — gagtg)ess (21} 
它 是 切 于 端面 的 。 利 用 结 且 (用 到 (11)) 


人 rpta 一 Bur tp,r 一 gyaxs) 一 Kasr kr 一 Grpxa) 


= 一 [xal pr 一 Er6xp?] rs 


计算 端面 合力 确实 满足 19)。 因 


FF- | tda 一 om | (m,n 一 Gopra)d ae 一 on | [x pr 
一 Gyptp jdaeu = er 小. ra pr 一 grexe 7 全 Fe 一 四 


其 中 用 到 散 度 定理 和 边 杂 长 (15). . 
面 力 是 切 于 剖面 的 , 故 其 合力 玲 和 = 轴 方 向 相同 ， 条 件 【《20) 
满足 ,如 果 


对 一 | klr X tdr 一 |。 Rh{ rae。X Togea)da 
= | GapXat spldd — GH | BapgXal Pp 一 Gertr da 


—_ wp |, (eagxap,s tt roxa)da, {22) 
记 . 
Di:=p | 《7 十 eaprap ,ea)da, 
并 称 为 抗 扭 刚 度 , 它 只 依赖 于 蕉 面 形 状 和 弹性 常数 。 这 时 ，(22) 
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变 成 
«— uM, (233 
D 


给 定 合 力矩 能 值 M 就 唯一 确定 扣 率 .预先 没有 给 定 的 端面 面 力 
分 布 具 有 (21) 所 规定 的 分 布 。 至 此 ,这 样 提 鞭 的 扭转 辣 题 全 部 得 
到 解决 . 

下 面 过 论 另 一 种 方法 。 不 去 解 Neumann 问题 (18) 而 去 求 调 
和 明 数 对 的 共 应 洱 数 几 ， Cauchy-Ricmann 条 件 ; 


w= ap 由 {24) 
由 除了 满足 Lapiace 方程, 还 要 注 足 一 定 的 边 条 件 . 我 们 从 对 的 
边 条 性 求 这 边 条 件 . 
二 全 一 2 = aro Sap ,peeriy 加 Pate 
一 A 
Ci 和 FR {25) 


在 每 一 局 界 净 上 式 对 弧 长 1 积分 ,得 

ple, -车 th im 0 lee, ps hm0). (26) 
如 果 由 此 解 出 的 出 能 返回 (18) 的 和 解 g， 则 扭转 | 问题 也 就 解决 了 . 
首先 ,将 (26) 对 : 求 导 ,又 回 到 (25)，、 就 是 说 ,如 果 能 求 得 gp, 它 


必 满 足 医 曲 郧 数 的 边 条 件 ， 问 题 能 否 从 少 求 m。 回答 是 肯定 的 . 
为 了 证 明 这 一 点 ,需要 一 个 事实 : 对 任意 区 域 wcQ,. 有 


$, Ptro 一 中 Sap siads 一 中 Penads 


一 -| Paatla = 0, 
其 中 用 到 (243 (15) 和 引 的 调和 隆 . 而 此 ， 求 得 点 ， 就 可 用 下 述 
路 径 无 关 积 分 求 9 
Pr) = gm) + Padra 一 PLT) 一 | Pb anods 


一 P(t) 一 | ed (27) 
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还 得 交待 边 条 件 (26) 中 的 积分 常数 大 问题 ， 到 如 一 0 是 可 以 
的 ,因为 永 9 只 用 到 由 的 导数 ， 其 余 p 个 六 由 所 谓 的 周期 性 条 件 
确定 .因为 w(r) 是 单 值 和 的 ，qp[r) 也 必 为 单 值 (准确 到 一 个 常数 ， 
它 可 由 给 定 p(m) 确定 ). 则 由 (27) 可 知 , 对 于 任何 闭 亲 路 ,必须 有 


中 呈 ar = 
dn 
如 果 取 捕 个 内 边界 为 这 些 闭 授 略 , 就 得 上 个 独立 的 用 以 确定 各 的 
条 件 . 
总 结 起 来 ,扭转 问题 也 归结 为 求 $Cr) 的 Dirichlet 问题 ， 
Vo= 0 在 如 


dl5 一 了 了 十 而 人 一 0 1, py = 0), 


(28) 
do ,i 
Pas 0 fe sp 
出 此 解 得 只 与 截面 形状 有 关 的 由， 并 有 从 而 得 
wr) = ap(7) — —e|” 2 wo。( 设 w(ro 一 0)， 
本 opel pe 一 Bustp) 四 Gaga 上 四 ,5 一 Xp)y {29) 


D= «|, (rr? xa ,a da, 


还 有 引进 Prandtl 上 应力 函数 P(r) 的 解法 , 它 导 对 Poisson 
方程 的 第 一 边 值 问题 。 这 里 就 不 再 副 述 了 。 


lp 


第 VHI 童 ”FE" 曲线 和 曲面 上 的 张 量 分 析 


作为 张 蝇 理论 的 男 一 方面 的 应 用 ， 本 章 扼 要 地 介绍 4 维 欧 氏 
空间 E” 曲线 和 是 面 的 一 些 主要 性 质 。 这 里 开 面 指名 中 的 #» 一 1 
维 超 曲面 。 曲 线 (或 曲面 ) 的 切 和 商量 场 在 每 一 点 的 值 属于 曲线 (或 
贞 面 ) 在 该 点 的 切 空 间 、， 在 牌 个 切 空间 可 以 按 一 般 的 代数 法 则 定 
义 切 张 量 ， 并 进行 代数 运算 ， 上 曲线 和 则 面 亡 张 量 场 的 绝对 微分 学 
的 思想 是 相同 的 ， 对 曲 煞 来 说 则 更 简单 ， 我 们 将 只 介绍 曲面 的 张 
景 分析。 我 们 将 遵循 第 V 意 $12 的 方便 做 靶 进 行 寺 论 ,把 向 说 ( 张 
量 ) 淖 成 在 BE&” 居 自由 的 ， 


$1 有 曲 线 


1.1 定 尽 ” 设 7C 有 是 一 个 开 区 间 , 沧 请 贾 射 Cr 一 已: 二 > 
xf 门 称 为 # 维 欧 氏 空间 昌 中 的 一 条 曲线 (严格 地 应 该 说 , 曲线 段 )， 
t 为 曲线 的 参量 ， 曲 线 是 可 以 定 同 的 ， 一 般 取 参量 增加 的 方向 汶 


曲线 的 正 向 ， 如 果 C 的 速度 向 量 式 四 : 一 2 二 oy ViE 7, 则 


称 忆 为 正则 曲线 .、[] 

今后 只 讨论 正则 曲 线 ， 并 且 候 定 曲线 是 简单 的 【 戎 不 自 相交 
的 ). 

.2 定义 ”光滑 脸 射 a:C rr} EE TywE 称 
为 C 上 的 向 量 场 。 若 meye span{t 志 人 | 二 TxwC， 则 如 称 为 C. 上 
的 切 向 量 场 或 曲线 向 量 场 ，| 

其 实 , {1} 就 是 曲线 CC 上 的 一 个 坐标 系 ,在 点 x() 的 基 向 量 是 
x*(z)。 出 此 又 可 得 对 偶 基 .每 个 切 向 景 可 在 基 上 分 解 ， 在 每 个 切 
空间 TwwC 可 建立 张 量 代数 ， 并 可 企 曲 线 上 进行 张 量 分 析 。 我 们 


* 


未 准 备 讨 论 这 个 问题 ,而 在 后 而 将 路 述 类 似 的 昌 面 上 的 张 量 分 析 ， 
下 面 讲 的 参量 变换 实际 上 就 是 举 标 转换 。 
1.3 定 尺 ”被 分 辐 胚 中 :了 ~> 1 了: 称 为 曲线 C 的 敌 早 变 
换 ， 这 时 我 们 有 参量 为 了 的 睹 线 
C= Cop EB: > x(r(7)). C1) 


和 如果 几 一 > 0, 则 所 称 为 保定 向 的 . 口 


由 于 
dr{2) _ dxt) de (2 
af ar di’ 
可 得 


1.4 推论 ” 贡 线 的 正则 性 与 参量 的 选择 无 闫 ， 
15 定义 ”正则 曲线 [从 参量 十 到: 处 的 弧 长 定 习 为 


‘= lpia 一 | a (3) 


16 推论 ”曲线 弧 长 与 参量 的 选择 元 关 ， 
证 明 设 下 线 CC 上 两 点 wm 和 x 在 两 种 参量 :,? 下 分 别 有 参 县 
值 10,o 和 41,3， 不 失 一 般 性 , 设 参 量变 换 是 保定 向 的 . 令 CD 和 (7) 
是 曲线 从 点 和 到 点 * 在 两 种 参量 下 的 强 长 , 则 利用 (2) 和 3), 有 
{|adrt) _ t | dr(7) ai id | 
所 -le 人 本 | 过 


"a dt at 
i 
|， 


1.7 定理 昌 线 的 弧 长 * 可 这 作为 参 是 , 称 为 弧 长 参量 ， 当 是 
仅 当 在 弧 长 参量 下 ， 赐 线 C 的 速度 向 量 处 处 为 单位 向 量 ， 


证 明 由 (3) 可 网 ,6 > 必 人 是 微分 同 胚 , 且 人 全 一 2 ~ 


0。 因 此 ,存在 微分 同 胜 bl:*F> f(s)， 取 :作为 新 的 参量 , 则 内 
1 一 fs) 于 |x(s)| 可 知 , 以 隆 长 为 参量 的 曲线 的 速度 向 量 x (5) 
是 单位 向 量 ( 约 定 ,对 弧 长 参量 的 导数 用 搬 表 示 )， 有 反 过 米 , 若 速度 


224 * 


dz = s(7), 


dr{?) 
dr 


向 景 处 处 为 单位 向 量 ，| < 全 | 一 1, 则 由 (3) 


< 一 人 | dr 一 | dr 口 


18 定理 设 曲 线 C 的 弧 长 参量 为 :, u 是 C 上 的 光滑 向 藤 
场 , 则 


和 


» (4) 


[a CF = lim 


其 中 A9 表示 ats 十 As) 与 al) 的 夹 角 。 
证 明 


I = |im + A = #0 
pm [ast Ar) 一 本) 
| 1Asl 
|2sin 仿 
Bm 
2 TA 


各 |) -sa 
里 一 一 一 TD 1in | 一 一 
了 | A 


Ag 
SI1TL 一 一 一 
“dl 2 

| 2 


$2 Frenet 标 架 和 曲线 的 曲率 


2.1 定 尽 虎 线 Ci xD) 上 的 # 个 光滑 向 量 场 {e;},， 湾 


是 
ezer 一 dil (1) 
称 为 活动 #- 标 架 。 如 果 VERE fl -8 和 41 ET,x(z) 的 允 阶 导数 
x (C2) € span{e(7)， -ex(7)}, 则 该 标 架 称 为 Frenet 标 架 . 口 
的 向 量 场 u 对 +: 的 导数 按 第 V 章 $ 12 方式 理解 。 不 是 每 
一 条 曲线 都 有 Freaet 标 架 . | 
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22 定理 《Frenet 标 架 的 存在 唯一 性 定理 ) 落 在 曲线 和 
的 每 一 点 ，{ 攻 六、 ;x PC} 是 线性 无 关 向 量 组 , 则 弃 在 
唯一 的 Frenet 标 架 ， 满足 

(i) 对 1 一 1 DY 和 lets, 
eatt)} 有 相同 定向 ; 

(ii) {ey} 是 正 标 架 。 

证 明 ”类 位 第 II 章 定理 4.2, 采 用 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 
和 归纳 法 进行 构造 性 证 明 , 和 根据 Frenet 标 架 的 定义 ,站 人 j 由 elf 
表 出 , 即 ee) 是 由 z(#) 表示 的 单位 向 景 ， 这 时 可 能 有 ak 一 土 
23)/ | 让 站。 按 条 性 (i 要 求 ,只 能 有 

el) = A AAD, (2) 
设 按 Frenet 标 架 定义 和 条 件 (DD，fe(D eic 已 由 
《2 ,9089} 众 一 和 确定。 自然 有 

nett) A Me;-tt) = (中 人 -人 x ds sD), (3) 

今 按 定义 要 求 的 表示 
xp 一 > gk Ceente) (4} 


构造 gj(z)。 由 假设 的 线性 无 关 人 性 ，x 吕 (2) 不 能 由 前 i 一 1 个 导 
数 表 示 ， 从 而 不 能 只 由 {et),: ” ‘, er)} 表 省 ， 因此 jf) 
0, 上 式 右 端 前 i 一 1 个 系数 是 唯一 确定 的 ,因为 依次 用 el),:……， 
Bil#) 点 积 上 式 就 得 

oA) = rr enc), 4 一 1 一 (5) 
改写 (4) 式 给 出 唯一 确定 的 向 量 #XD( 还 不 是 单位 向 量 ) 


ft— 
Et) 一 aap)e) Oo anertt) + x NC). (6) 
tl 


这 里 系数 可 以 取 ap] 一 土 | 名 (四 |， 从 而 ej(2) 也 有 了 丙种 符号 可 
能 性 。 将 (6) 式 两 端 分 别 和 (3) 外 积 ， 得 
Ca et A Ae dd ele) = ADA Ax (7) 
见 ,条 件 (外 要 求 paiC) > 0， 这 就 唯一 地 确定 
人 一 [下 一 0， es) 一 2 | eta) |, (9) 
9 223 


按 归 纳 法 , 这 就 证 明了 Frenet 标 架 前 一 工 个 向 量 由 线性 无 关 
的 向 量 组 【二 站 ze- 唯一 确定 ,并 满 趾 条件 Ci)，# 一 1 
维 子 空间 shanfe( 有 eic7aoEE 的 正 交 社 是 一 维 的 ,这 
样 确定 estr) 的 符号 ， 使 {e:CO} 成 为 正 标 架 。 有 从 而 完成 定理 的 
证 上 明 。 

2.3 定理 设 {e/(D)} 是 曲线 C 的 Prenet 标 架 , 则 


SD 一 DP) oii)eln), (9) 
j=1 
满足 
one) = 一 加 斌 约 9 (C10) 
0 人 1 (11) 


证 明 将 (1 对 * 求 导 , 就 得 GD 的 分 晤 第 阵 的 反 称 性 (10): 
Or = Ee = -EANe) = wt), 


方程 组 (4) 的 系数 第 阵 是 三 角 阵 ， 概 据 (8),, 其 行列 式 
det[ art#)] 一 下 他 > 0, 
生生 二 


甘 此 [Lakt2)] 非 退 化 ,存在 逆 【enko9j， 也 是 三 钊 阵 ， 使 得 


e 人 一 Dd), pA = entt) > 0. (12) 
将 上 式 对 上 求 导 ， 得 
élD = BD BPD + BA TN), 
将 (4) 代 入 ,又 得 。 
ii) 一 2 .0p a ee) + Bul?) 


x $l ainaC ex). (13) 


=1 
和 (9) 式 比较 ,就 可 肝 出 (11) 成 立 , 口 
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号 
名 
四 
. 
| 
一 


。 (14) 


0 [| 


一 二 
2.4 定义 ”曲线 C 的 第 2 曲率 (i 一 1，-……s4# 一 1) 定义 为 
i = ,| (15) 


和 


”将 (15) 代入 (414), 得 


[Ion 一 it 0 (16) 
0 oe | 
| fa 0 
采用 白 长 参量 * 1x1 一 1, 这 内 特别 地 有 
人 ™™ kB en RamlBri, (17) 


按 定 理 1,8, ets) 是 图 线 切 问 量 rs 和 rs 十 As) 之 间 夹 角 与 
Ar 之 比 在 As 一 0 时 的 变化 情况 ， 它 度量 曲线 上 邻近 两 点 的 切 向 
伺 夹 外 对 骤 长 的 变化 率 , 反映 了 曲线 的 ” 迹 曲 程度". 因此 :六 就 是 
通常 意义 下 的 曲率 。 而 1#s | 则 度量 曲线 上 邻近 两 点 的 第 # 一! 
涂 向 量 的 夹 角 ( 即 密切 平面 的 夹 戎 ) 对 缴 长 的 变化 率 ， 因 此 =-: 称 
为 挽 率 . 

2.5 命题 在 定义 2.4 的 前 * 一 2 个 曲率 函数 是 正 的 

证 明 只 要 按 定义 ,利用 (13), 并 获 虚 到 Frenet 宗 架 的 标准 
正 交 性 和 (8),，(12); 就 得 

[zr = i = ie 一 OL -一 下 

于 式 对 工 委 2 一 2 成 立 ， 内 (8 中 的 ea 记忆 对 1 所 4 一 1 有 定 
又。 训 

对 十 下 情形 ,到 弧 长 * 作 参 量 ，Erenet 标 桨 的 类 用 符 号 为 


Lr 


{nb1, 证 有 Frenet 公式 . 


[ 0 £ olir 
1 一 jj 一 * | 只 |， 《1 > 
6 一 oi 
其 中 
f= +， 
n= Lr", (19) 
此 
p=—ixXn. | 


分 别称 为 切身 量 ， 主 法 向 量 和 从 法 向 是 ， 测 * 和 7 就 是 曲率 和 搜 
率 . 


$3 曲面 及 其 上 的 张 量 代 数 


3.1 定义 玉 的 rn 一 1 维 超 曲面 9 是 局 部 地 可 由 一 个 方程 
rE NC fx Oo 0 C1) 
滩 征 的 玉 的 一 个 集合 ， 其 中 1 是 梯度 木 为 鹤 的 光滑 标量 值 测 数 ， 
其 定义 城 包含 , 池 ", 
3.2 推论 ”5 上 的 单位 向 量 场 
n’ 一 grad f/ i grad f| (2) 
在 每 点 与 2 正 交 , 称 为 9 的 单位 法 向 量 场 . 
证 明 在 红 上 任意 取 光 渭 曲 线 C37 一 97, 则 由 (1) 的 方程 
和 链 式 法 则 ， 有 
0 一 人 Hz)) = (VA = |gradf nz(), DD (3) 


曲面 57 的 局 部 表示 (1) 并 不 唯一 。 若 了 满 足 (1), 则 一! 亦 注 
足 (1), 并 且 话 导出 单位 法 向 量 场 一 n. 
3.3 定义 ” 若 曲 面 7 可 以 整体 地 用 (1) 表 示 ， 即 存在 一 个 光 
得 函数 ， 其 定 六 域 包含 整个 超 曲 面 : 
EE Ex) = 0, 《41 
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划 5* 有 唯一 的 光 渭 整体 单位 法 向 党 场 n{ 当 然 , 一 nn 出 是 ). 这 时 
7 称 为 可 定向 的 ，57 称 为 定向 曲面 ， 如 果 选 定 其 中 一 个 法 向 量 
场 作为 正 单位 法 向 量 场 (f 也 就 应 选 相 应 的 符 导 ). 口 

M6bius 带 是 不 可 定向 曲面 的 经 典 例 子 , 今后 只 讨论 定向 曲 
兽 ， 以 后 出 现 的 希腊 指标 法 涉及 曲 闸 虐 的 量 , 从 1 和 鞋 sn 一 1 取 
值 , 遵 循 求 和 约定 。 

设 {z 是 互 的 一 个 曲线 坐标 系 , 其 基 为 {gi}。 在 f 的 定义 域 
内 不 为 霉 掏 grad 了 一 fg' 至 少 有 一 个 分 量 f,; 关 0， 因此， 可 以 在 
f 的 定义 域 选择 一 上 个 光滑 函数 {5"},。 满足 
el (5) 


Yt) 
使 得 {8°, 5 一 了 在 了 的 定义 域 构成 一 个 新 的 曲线 坐标 系 ， 这 
了 时 5 就 是 如 一 0 的 闺 标 曾 ， 和 roee 构成 2 上 的 曲 禾 坐标 
系 。 为 简 使 计 ,今后 痊 去 Fe 一 0 或 87 一 0 的 标志 .各 5“ 华 
概 曲 线 的 速度 向 量 Qs 一 xe 构成 5S 上 的 某 {qo}。 单位 法 向 量 
场 


rank 


— Bradj fs 

gal EF 9) 

在 多 的 每 点 和 基 {qx} 正 交 ， 可 以 取 {a ni 作为 五 的 坐标 系 

人 "5 在 32 上 各 点 的 非 完整 正 标 架 (总 可 调整 {8°]} 的 编号 取得 

正定 向 )。 它 的 对 偶 基 {a", n} 满足 

aas = 9, 和 一 0， tn 一 0， mm 一 1 《7) 

{os} 也 斌 为 是 57 上 的 正 基 . 由 于 人 7) 1a*} 是 纪 上 的 逆 变 基 . 
BE 的 内 积 诱导 出 87 的 内 积 . 在 坐标 系 {5*} 下 ,5 的 度量 张 量 

f= A paar (8) 


的 协 变 分 量 


fon 一 Ontlg, (9) 
托 阵 Lacn] 是 互 的 坐标 系 {5*， 5"} 的 非 学 整 标 架 ta n} 度量 张 
最 协 变 分 明和 矩 阵 


[1 co 
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的 左上 方 (2 一 1) xn 一 1 子 阵 ， 由 关系 式 


A gr = By 


可 有 求 得 度量 张 量 的 道 变 分 量 . 
34 定义 ”光滑 映射 和 一 x 上 > TE 称 汶 上 


的 向 明 场 ， 可 表示 为 


= ua Hn Wa” Way {11) 
其 中 
Hig, Wo—= as, ta = He 一 (12) 
Uy 一 uae Ho 一 UO— (un)n (13) 
称 为 二 的 切 向 投影 .而 
一 (14} 


为 裤 调 投影 ， 若 和 二 0。 即 Vx€E57, a(x} Espanlas(x)}, Mw 
称 为 曲 画 向 量 场 ， 若 ar 三 o, 则 称 为 法 向 量 场 .。 口 
在 任何 感 * E57 spantac(s) 是 n 一 1 维 子 空间 TC YE 


类 似 地 ,在 上 可 以 定义 张 量 场 和 曲面 张 量 场 ， 例 如 有 ({ ，) 型 空 


阁 张 量 场 吊 , 其 切 向 投影 就 是 售 去 它 在 马 的 基 {as, n} 上 的 表示 
式 中 的 一 切 包 含 基 向 是 关 的 项 ,从 而 有 曲面 张 量 场 

Po 一 Pr Da, (15) 
在 每 个 切 空间 了 5” 自身 的 范围 内， 可 以 应 用 第 I 一 IV 章 的 全 部 
论述 于 曲面 张 量 。 曲 面 张 电 场 的 代数 运算 归结 为 逐 点 在 切 空间 的 
代数 运算 ， 


$f+ 曲面 的 绝对 微分 学 


殉 氏 空 刊 隆 张 是 场 办 能 移 对 微分 在 第 V 章 4 12 的 理解 下 是 
琉 


DB(rsa) = km LT [Plz t+ sm) — Pe)] (I) 


定义 的 。 作 为 推论 有 
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DBLxr; ua) (四 TF) C2) 
其 中古 的 模 度 在 举 标 系 {zx} 里 有 表达 式 
PROV 一 Pig Dt. 
(3) 
不 能 将 定义 (1) 直接 推广 于 曲面 党， 首先 , 在 8 点 差 明 数 没 有 
定 风 ， 对 于 x E590ET.97 ,x 十 二 是 没有 意义 的 。 其 次 ,即使 
按 rEE, UE TE 恰好 xd 二 acce 将 重 (zx 十 suH) 作为 卫 的 
自由 张 量 平 称 至 点 * 后 一 般 已 不 再 是 Te2s 上 的 张 量 . 那么 ， 
事 (z 十 va) 一 外 (0*) 就 不 是 曲面 上 的 代数 运算 ， 结 果 也 不 是 曲面 
张 晤 ， 为 了 越过 这 些 困难 ,我们 先 定 义 曲 夯 张 量 的 横 度 ， 则 按 (2》 
求 绝 对 微分 就 不 成 问题 了 ， 拍 面 张 量 场 党 的 曲面 梯度 , 记 作 名 区 
要， 必须 仍然 是 曲面 张 量 场 ( 高 一 阶 )，、 这 里 需要 将 第 VY 章 $12 的 
简捷 做 法 作 一 些 修正 .下面 以 二 阶 张 量 梯 度 为 例 说 明 . 
4 定义 曲面 Hamiiton 算 子 定义 为 
[区 部 :一 (Dar’, (4) 
其 中 O's 二 3 称 为 曲面 信 导 数 ， 它 


{说 满足 Leibniz 法 则 ; 
{ii) (a: 一 (人 (az。 [OD (5) 
可 以 看 出 ， 曲 面 偏 导数 是 空间 偏 导 数 ( 即 通常 的 偏 导数 ) 和 切 向 投 
影 的 复 台 ， 特 别 地 ， 党 光 清 函数 了 有 fs 一 (jf)z 一 了 a， 下面 计 
算 起 关键 作用 的 基 向 量 的 曲面 偏 导 数 
Fas = {cs)y 一 (Tuady 十 含 交 的 项 }s 二 Tsar, (6) 
Epo 一 【ay 一 【一 Tsrr 十 合 关 的 项 )y 一 一 Tar。 (7) 
这 里 Ti 是 下 的 坐标 系 {六 ,8*) 的 第 二 类 Christoffel 符号 路 在 
带 标 取 1 宗 # 一 1 值 的 那些 元 素 ， 称 为 曲面 第 二 类 Christoffel 
符号 ， 同 样 也 有 曲面 第 一 类 Christoffel 符号 Toy;， 满 足 
Tagr — drpl sg. (8) 


显然 


了 wp 一 去 《earia ang 一 人 8 7。 {9) 
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地 是, 曲面 张 量 场 内 一 "pqs@at 的 有 本 面 梯度 就 是 
BDF 一 BD — (Baa’ 
+ Ear Das + a Da 的 er 
— (Par +t TerBre — Th a Oa 


= DA a a, {10) 
其 中 分 量 
Pry = Pepr 十 TaD -一 THD, (11) 
称 为 曲面 轨 变 导数 . 
类 催 地 ,有 任意 阶 曲面 张 量 场 的 曲面 梯度 公式 ,其 协 谈 导 数 包 
售 的 项 相应 地 增加 ， 


正如 第 V 章 所 说 ， 联 络 系数 表现 空间 的 一 种 平行 性 ， 在 关中 
我 们 有 欧 几 里 德 平行 性 ， 即 自然 平行 性 ， 在 曲面 上 当面 偏 导数 的 
引进 ,或 省 等 价 地 说 , 由 度量 张 量 通过 公式 (8, 9) 引进 的 Chris- 
toffel 符号 表现 了 帕 面 的 某 种 平行 性 , 称 为 Levi-Civita 平行 性 ， 
这 种 平行 性 的 平行 移动 ,不 司 于 自然 平行 性 ,与 路 答 有 关 ， 


$5 Weingarten-Gauss 公 式 


前 一 节 定 义 了 任何 明 击 张 是 场 的 曲面 梯度 和 则 面 协 变 导数 . 
曲面 张 量 场 也 可 以 看 作 互 上 的 空间 张 量 场 ,从 而 可 以 计算 它 的 空 
各 梯度 和 空间 协 变 导 数 ， 就 是 说 ， 可 以 从 两 个 角度 探讨 曲面 张 量 
场 沿 的 任何 曲线 Ca F_> $2) E57 的 灾 化 率 ; 分 表 示 空 间 


变化 率 ， 而 -表示 曲面 变化 率 。 显然， 空间 张 量 场 的 曲面 变化 
率 是 没有 定义 的 ， 如 果 曲 线 C 是 举 标 曲线 "上 -> 8(5"), 则 分 别 用 


3 一 Ow 和 6 一 (0 表示 丙种 变化 率 。 

在 57 上 定义 的 标 架 {ssn} 存 空 间 随 点 6 2 而 变化 (好 像 
观察 者 站 在 卫 观 察 ), 变 化 的 程度 是 碍 而 局 部 性 质 的 体现 。m 的 变 
化 反映 了 2 的 局 部 弯曲 程度 ， 而 as 的 变化 则 反映 9 的 局 部 弯 
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草 和 扭 的 程 设 ， 


先 计 论 空间 向 县 饭 一 一 7 的 单位 法 向 量 场 站 对 mm 一 上 求 
治 申 线 C 的 空间 变化 率 , 得 0 一 全 (nn), 并 从 而 有 
no. (1) 


这 说 明 ， 人 切 于 5s， 是 个 曲面 诺 量 ， 对 于 过 同一 点 #(#) 的 


另 一 条 曲线 ， 所 得 的 变化 率 人 一 般 是 不 同 的 。 就 是 说 ， 在 每 点 
#( 帮 ,我 们 有 映射 : 


—B:Ting Ten :E> 2 (2) 


前 面 的 负 号 只 是 为 了 和 传统 习惯 -- 致 ， 下 面 证 明 :, 映 射 (2) 是 线性 
的 ,而 且 由 一 个 对 称 曲面 优 射 量 实现 。 事 实 上 ， 由 于 RR 一 grad 
1grad 几 ,总 可 以 找到 一 个 称 量 值 浮 数 w(x), 使 得 

n= gradw y。 (3) 
计算 nn 沿 C 的 空间 变化 率 


4 = Dn(E;é8) =. Dgrad w(t EE) = (wyYOT) EE, (4) 


考 虐 到 在 五 中 求 稳 度 与 次 序 无 关 。 空间 优 射 量 (wY¥@V)(5): 
TE 一 TE 是 对 称 的 ， 从 《4) 式 看 到 ， 它 在 Ts2 上 的 限制 的 值 
域 也 包含 在 Ts5 ,因此 , w 有 久 有 > 是 对 称 曲面 优 射 量 场 . 从 而 
有 


BE (5) 
Bb a 一 —wuy RV, (56) 
如 果 取 让- 坐标 线 ， 则 
ne 一 —Bs, (7) 
即 
Ha 一 — Bas 一 —bsa’ 一 biag, (8) 
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多 此 叉 得 号 的 分 董 公式 


一 (9) 
考虑 到 ray 一 0 及 ots 十 Rega 一 0; 出 (9) 叉 有 
bap — Rope 一 RS pe CiD) 


这 从 男 一 个 角度 又 证 实 了 号 的 对 称 性 . 8) 式 称 为 曲面 的 “W ein- 
garten 公式 ， 田 面 仿 射 量 召 刻 划 曲面 在 每 一 点 的 一 种 几 人 局 性 
质 一 -- 单 位 法 向 量 # 在 任何 方向 的 空间 变化 率 ， 因此 , 巡 是 一 种 
曲率 的 度量 。 有些 作 者 称 为 “曲率 张 量 "， 但 重 善 遍 的 称呼 是 曲面 
的 第 二 基本 形式 。 而 代表 度量 性 质 的 曲面 优 射 量 忒 则 称 为 曲面 
的 第 一 基本 形式 . 

现 看 曲面 向 量 场 oo 和 和 a， 求 aon 一 0 和 sn 守 沿 曲线 局 
的 空间 变化 率 ， 得 ， 

n 


d(acn) da 
0 一 一 -一 一 一 十 [ 生 > 
Ar fz n dt 
dz dz at 


对 于 #5- 坐标 曲线 , 券 虚 到 (8), 上 两 式 给 出 


Mass 一 一 全 ny 一 0 


{11) 


na 一 一 这 b8, 
另 一 方面 , 从 〈4.6。7) 山 式 有 
Grace 一 reear 十 含 nn 的 项 ) 一 T's， 
oram 一 Or( 一 了 8gar 十 从 关 的 项 ) 一 一 Ts 
C11) 和 (12) 式 合 迄 来 给 出 war 和 ae 的 分 解 式 : 
Con = Posi + Trenrs 
go, — bin — Fesar, | (13) 
称 为 Gawess 公式 (8) 和 (13) 是 曲面 曲率 空间 揽 述 和 的 基 本 公 
式 。 
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6 Ricemann-Christoffel 张 量 和 Ricci 恒等式 


本 节 从 曲面 的 内 在 性 质 看 (好 像 驶 察 者 站 在 曲面 上 观察 ) 曲 面 
+ 3232。 


的 弯曲 。 从 第 Y 章 知 道 , 完 全 由 学 标 系 度量 张 晤 所 确定 的 Christo- 
ffel 符号 及 驶 了 空间 的 自然 平行 性 .性 和 何 向 量 用 限制 点 差 消 数 
疾 射 独自 由 向 量 空间 ， 再 反映 射 回 任何 其 他 点 而 得 到 一 个 和 原 向 
最 平行 的 向 量 ， 在 蔬 , 所 有 切 空 间 自 然 同 构 ,任何 一 点 的 切 空 间 可 
以 通过 上 述 的 平行 移动 而 得 到 另 一 点 的 切 空 间 。 曲面 已 经 不 具有 
这 种 性 质 ， 介 仍 可 用 度 最 张 最 定义 Christoffel 符号 ( 园 (4.9)), 从 
币 定 光 了 办 谈 导 数 。 定 义 协 变 导 数 等 价 于 定义 平行 移动 ， 这 样 在 
曲面 就 引进 了 Levi-Civita 平行 性 ， 不 同 于 自然 平行 性 ,这 种 平行 
性 所 导出 的 平行 移动 和 路 径 有 关 。 因 此 ， 可 以 说 ，F7 表达 了 该 
曲面 的 Levi-Civiti 平行 从 离开 自然 平行 性 的 距离 . 

为 了 显示 这 种 差距 ,我 们 在 具有 管 氏 坐标 系 {x 让) 的 及 中 考虑 
光滑 向 量 场 g 一 wig;， 我 们 有 

ud 一 ug, 
(OV)OY 一 wng@a vst, 

偏 导 数 的 次 序 无 关 性 使 得 求 梯 讼 七 是 与 次 序 无 关 的 ， 这 里 的 关键 
是 ， 在 E 存 在 直角 坐标 系 , 对 于 它 一 0. 

但 在 曲面 上 , 一 般 不 大 在 使 Tis 一 0 的 坐标 系 ， 这 时 ,在 坐标 
系 {2?} 下 ,任意 曲面 向 量 场 a 二 ?a 曲面 梯度 的 分 量 , 即 协 变 导 
数 ， 及 二 阶 协 变 导 数 求 得 如 下 ; 

Wp 一 Hp + Thru", 

Wey = kis Th?) + TT 9pt eh 

+ TB) 一 了 fa 十 了 oz) 
= Hor 二 了 ra 十 了 — Trier 


+ wr(TesT Br — Pool 十 TSer)。 


由 此 得 
Near 一 Hp — 一 《1) 
其 中 
及 "wpr = Tor 一 Toes.r + TTBs 一 ToT3。 (2) 
可 雇 验 证 , 当 5S” 上 的 华 标 系 {8"; 转换 至 {58} 时, 这 组 含 四 个 撞 
慰 的 量 满 足 由 阶 张 量 分 量 的 转换 法 则 ， 因 此 ， 有 曲面 张 量 场 
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及 三 ReorasBarBesrBar (3) 
它 只 依赖 于 Christoffel 符号 到 ss， 而 Ti 又 可 由 度 县 张 景 分 晤 
awg 表达 ， 而 男 一 方面 Ts 表达 了 曲面 的 平行 性 ,因此 , 张 量 民 表 
过 了 曲面 Levi-Civita 平行 性 局 癌 地 离开 自然 平行 性 的 程度 。 从 
(1) 看 出 ,如 果 R 一 中, 出 稳 度 次 序 可 以 交换 ， 这 时 ，Levi-Civita 
平行 性 是 局 部 欧 近 的。 R 称 为 Riemann-Christoffel 张 量 、 道 
过 计算 ,不 难 将 (了) 式 推广 至 位 次 阶 曲 面 张 量 外: 


Bo pap — Bg gg 


i 加 Bo ip 大 
= Dr reg ripag Dt We Bagel T pap 


tt Dr gg Rrpogt TB rg ww Rrpogs (4) 
这 称 为 Rieei 恒 舌 式 . 


§7 Gauss-Codazzi 方程 


在 本 节 里 我 们 将 分 别人 愉 空 出 和 从 曲 闸 拱 述 曲 面 弯 出 的 两 个 入 
如 和 R 联系 起 来 .为 此 , 考 趾 临 面向 量 场 如 一 wrqs。， 它 沿 有 曲线 
CH 如 和 E57 的 空间 变化 率 是 


Au jm 于 扣 ae -一 #0 十 wget® 
at ar . 


一 fg 十 ubognt 十 Tar 88 
一 opteEan + (us + Thu’ Em, 
一 bag in + trade, . (1) 


有 = 一 (ut)E == (upq a) nt ey, 


(1) 式 又 可 写成 


du == mE Su . 
boon 十 (2) 
若 取 "~ 众 标 曲线 , 则 有 


ss 


a 一 + :ea。 《3 
这 说 明 , 曲面 向 景 场 党 所 -曲线 的 空间 变化 率 是 空间 向 里 场 ,分 
解 为 法 向 量 场 和 声 向 量 场 ， 再 对 这 向 和 央 场 求 空 间 仿 导数 ,并 在 (3) 
以 to 代 规 zz 考 菩 到 ze 一 (wi) 一 wag: 得 
op — (bru Nn),s 十 《ie] es 
= (Bari me) ,a 十 Boru t+ Hop, 
由 空间 偏 导 数 次 序 之 可 交 柳 性 ,将 上 式 代 人 ge 一 是 cg; 得 
tga 一 Wieg — (Bart ni),g — (bor nt),a 
+ CBeriia 一 or] {4) 
上 式 左 端 是 切 向 量 场 (用 到 (6.1)) 
本 po Hag — (a0).s — (Haly )p 
= [Cis ), TT nsT be 一 (mT),s 一 wml sg ] Gy 
二 [Ce t Taptits 一 Tagt?,, 
一 【wa Dn 一 了 Be 人 + Tharire er 
【pu 一 Gy 一 — tT RT pgadlys 
它 应 等 于 (4) 式 有 端的 切 向 投影 
{bop Hs — (baott? fs = Cpt?ds TT bpptir by Yar 
— (Bi bg — dobar) uy, 


由 右 的 任意 性 ,得 


Rroyoy 一 Bibgy 一 babay (5) 
或 

Rrvap 一 drabpy — brgbape (5) 
{6) 式 称 为 Gauss 方程 。 可 岂 , 及 完全 由 B 确定， 但 民 并 不 完 
全 确定 吾 。 就 是 说 ， 曲 褒 曲 率 的 空间 表征 比 内 识 表 征 要 强 ， 特 别 
地 ,如 果 旦 二 侣 。 刚 法 方向 处 处 相 遍 ,5 是 超 平面 ， 这 时 也 有 
R 一 0， 但 反 过 米 , 若 RR 一 0, 2 可 能 还 不 一 定 是 赵 平 面 ， 因 这 
时 办 不 一 定 为 零 ， 例 如 ,EE 中 的 圆柱 西 是 可 展 曲 面 。 及 一 〇 ,但 
B= 0. 

余下 (4) 式 石 问 的 法 问 投 影 应 为 零 ,于 是 有 有 
0 Br Dg — ogi ) a 十 Berirs 一 boritlp 
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二 【5 — BopT by — bora + bapl tr 村 
由 此 得 Codazzi 方程 
如 ra 一 本 rpias (7) 
它 加 于 如 一 种 限制 ， 

Gauss-Codazzi 方程 的 重要 性 不 仅 在 于 给 出 第 二 基本 形 式 所 
受 的 强制 以 及 它 和 Riemann-Christoffal 张 量 的 关系 ， 而 全 还 在 于 
它们 是 下 述 定理 的 可 积 条 忻 . 

741 定理 设 (5") ER" DCSR" 一 是 开 城 。 在 刀 给 定 光 请 跌 
数 和 矩阵 【es] 和 [pr]， 和 分 别 为 正定 对 称 和 对 称 , 满足 Gauss 和 
Codazzi 方程 , 则 局 部 地 存在 超 曲 面 

DCR Ee:(8") > xf)， 
它 的 第 一 ,二 基本 形式 就 是 [xss] 和 [L564]。 口 
证 有 明 赂 。 
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第 长 章 张 量 分 析 的 若 于 近代 概念 
本 章 购 述 近代 张 量 分 析 的 若干 重 要 概念 . 


§1 切 空 间 , 祭 切 空间 和 微分 形式 


在 第 开 章 $ 3, 张 量 是 作为 向量 自 变 量 的 多 重 敌 和 狂 函数 而 客 
义 的 . 在 引进 张 量 概 念 之 前 ， 我 们 通过 内 积 把 疝 量 ( 一 阶 张 量 ) 看 
作为 从 向 量 空 间 2 到 了 及 的 线性 蝗 射 ， 然 后 推广 为 移 重 钱 人 性 聘 
射 。 如 果 丰 用 欠 积 实现 , 从 区 到 有 的 线性 里 射 5. 

wo RuF> (or 【1》 
就 不 再 是 2 的 元 素 , 而 是 所 谓 佘 向量 (covector)。 余 向 量 的 全 体 
记 作 区 .显然 有 
1.1 定理 ”如果 引 进 余 向量 的 加 法 和 数 恬 如 下 : 
{op 十 BB GD) 一 pa) + PHUn), 
VY BE nm, PER; aE HY, (2) 
划 它 们 福 足 向 量 空间 运算 的 八 个 条 件 ,; 因 南郊 * 是 一 个 向 量 空间 ， 
称 为 窑 量 空间 多 的 对 偶 空 间 (dual space). 口 
容易 证 明 ，dim YY 一 2， 且 YY* 有 唯一 的 一 组 基 {7Y 人 站, 江 


是 
Y'(g)) = 中， (3) 
仍 称 为 {gi} 的 对 偶 基 ,和 第 工 章 一 样 ,可 以 定义 咎 变量 为 向 量 的 


1 在 内 积 空间 里 ;内 积 是 喘 射 
XR , 
而 现在 我 们 有 了 映射 
yrR a), 
训 个 映射 常 称 为 配对 《pairing)， 


* 237 * 


- 阶 协 变 张 全 


P= BD Yi, (4) 
其 分 量 为 
Bis — BBs (5) 
也 可 以 定 迪 疯 变 量 为 余 向 量 的 * 阶 道 变 张 醒 
= yg Ey {6) 
其 分 量 为 
gh PY ,. rs), (7) 
应 注意 的 是 ,这 里 用 到 了 
Bi = Yi(g), (8) 


由 它 ,我 们 就 得 到 ,gr* 的 对 侦 空间 (yr*)* 和 - 自然 周 攀 ,并且 
可 以 把 它们 等 同 起 来 《在 比较 完整 的 线性 代 数 书籍 可 找到 详尽 的 
论述 )， 殷 张 呈 积 运算 扩大 至 Y” 和 or* 的 元 素 之 间 ， 我 们 又 有 混 
合 型 张 量 ， 例 如 ( ”) 型 络 量 

， OO gD ED .Yn, (9) 
和 (，) 届 张 昌 


2 一 Qi | Yi OY, C10) 
它们 的 分 量 分 别 基 


Be = 加 (0 ..., Yi, Ei 一) 【ily) 
本 一 WYi, "yy Y's 汪 ;, "7 Sh (12) 


由 于 引进 余 向 量 ， 指 标 游戏 "也 随 之 而 暂停 。 这 时 ,对 于 混合 型 张 
量 ; 阶 数 不 说 明和 疝 题 ， 而 需 分 别 给 出 道 变 和 协 变 的 阶 数 [ 有 时 还 需 
给 出 两 类 向 变量 的 次 序 )。 如 果 -> 关 妆 则 @ 和 颖 量 两 个 不 同型 
的 张 里 . 

E 的 每 -- 点 < 的 切 空间 TE 是 一 个 向 量 空间 .我 们 已 经 比较 


1} 污 咀 让 及 到 余 启 殿 ( 吉 进 一 步 协 变 炬 量 ) 的 拒 量 积 利 定义。 例如 yw 由 2， 
村 张 攻 束 定义 为 
pp 0) = pa , Va HE 
对 现 多 浆 祭 疝 昌 或 协 变 起 疝 的 推广 灶 说 于 同人 的 张 量 积 ， 
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通 物 地 研究 了 切 空 疡 的 者 种 代数 往 质 《 即 由 代数 运算 所 表述 的 性 
质 )， 芭 空间 的 元 素 是 点 蓉 逮 数 ,即位 移 向 最 , 一 旦 认识 了 7 也 是 
一 个 向 量 空间 ,就 可 以 讨论 作用 在 点 * 的 各 种 向 车 ,例如 由 位 移 固 
量 导 出 的 速度 ,加 速度 ,甚至 为 等 等 。 它 们 都 是 向 量 ， 但 在 物理 实 
质 上 又 极 不 相同 。 我 们 不 能 将 不 同性 质 的 油 量 相 加 ， 如 速度 与 力 
之 和 是 没有 意义 的 . | 

以 位 移 河 量 作 为 切 空间 的 元 素 是 古典 的 做 靶 ， 比 较 旧 观 ( 注 : 
在 不 在 在 仿 射 坐 标 系 的 空间 ,这 种 做 法 行 不 通 )}。 但 不 是 定 疼 切 空 
间 的 唯一 途径 。 下 面 我 们 给 出 切 空 间 的 另 一 定义 ,或 者 说 ,定义 一 
个 称 了 自然 同 移 的 向 量 尝 辐 。 通 过 对 这 个 向 量 空间 的 研究 ,我 
们 进一步 丰富 TE 的 代数 性 质 以 及 在 也 上 运算 的 内 容 。 为 此 , 需 
作 一 些 准 备 工作 ， 1 . . 

i122 定义 已 定义 , .WW( 人 2B) 是 CE 上 的 光滑 孙 数 和 集合 . 

今 引 人 多 (7), 它 是 定义 域 包 含 x& 玉 的 光滑 浪 数 的 集合 ， 显 然 ， 
Yi RE (x)}; es BER, 恒 有 of 二 Pee St(x) 和 Ee). 
因此 , .多 (x) 是 一 个 代数 。 

1.3 定义 ”绝对 微分 
Dftlr; utx)) 一 (Ce 和 (ws = 下 (有 门人 
一 Ux) grad f(r) . (13) 
称 为 1€ .tx) 在 点 * 在 utx) 方向 的 方向 导数 ， 标量 函数 了 的 
梯度 JI = 可 网 | 省 去 符号 “的 ”而 记 为 到 二 Wi 方向 导数 包 
合生 个 因素 : 点 zx。 函数 了 和 商量 gf。x 总 认为 是 固定 的 。 对 
于 给 定 户 数 1, 绝对 微分 可 以 看 作 肌 射 了 一 及 。 反之 ， 如 果 给 
定 ulx), 又 可 奢 作 遇 射 ,名 (x) 一 及 .任何 多 (ze)- 画 数 均 有 在 
ua) 方向 的 方向 导数 ， 因 此 ， 对 给 定 utx), (13) 趟 是 信用 
射 ， 或 者 说 ,its) 诱导 而 一 个 上 映射 : 
ur) x) 一 下 :> po (Cw) 
— ur)( F(a)) = ulx V1. (14) 
字 1 x) 是 了 的 梯度 在 点 半 的 值 , 而 从 if 表示 于 在 点 < 的 梯度， 丙 
者 当然 是 等 价 的 ， 于 是, 卫 午 (14) 就 可 写成 
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UPCxY) 一 fc VI. (15) 
ww?(Cx) 作用 于 了 表示， 在 点 x 求 了 的 稀 度 审 |d 《向量 ), 青 和 内 翟 
ultx) 点 忱 ，w?(x) 是 一 个 一 阶 微分 算 子 。 [0 
这 里 定 必 的 方向 导数 路 异 于 多 元 防 数 的 方 应 学 数 ， 在 那 思 要 
求 用 单位 商量 ,而 定义 1.3 不 用 长 度 概念 ?， 如 时 BC 一 eulx)， 
wD = etn? tr = eum? Cw)f. 
设 {x 是 曲线 举 标 系 , 刚 Cx) 一 w(x) gtx), 由 (14) 可 得 
: ut) 一 wtx)0;|s, (16) 
并 且 , 若 取 坐 标 蚊 数 x! 为 ff 则 
uo} = g(x); | = Wx) (Bx x) = Hx) 6 = wx), 
(17) 
14 定理 ”微分 算 子 a?tx) 有 有 性质 (Vi, 8gE 名 (Cg es 
Bt BR): : 
人 0) 线性 a?tr) (Caf 十 BE) 一 ae) Bu (x)g, C18) 
(i 导 性 {Leibnitz 法 册 ) 
ur) (fe) — (ur Cx g(r) + fs) Car tr) gy). (19) 
证 明 由 梯度 的 线性 和 点 冬 的 双 线 性 ,性质 (i) 是 显然 的 . 要 
证 明 性 质 (i) ,只 需 按 定 多 (14) 计算 
uP fe) — CWO CN) = Cr) COT ) gx) 
+ fr) WIC) )) 
= (utx) (vr) el) + fr} Catr) ver))). 
1.5 定义 ” 记 具 有 人 性质 (和 (让 ,从 多 人) 到 R 的 全 体 映 
射 为 多 (人 它 的 元 素 称 为 多 (x) 到 及 的 导数 .定义 加 荡 和 数 乘 
如 下 : 
CED, TT nD = FD + wD 
vD,, De Bre Fr); a, PER, (20) 
这 定义 归结 为 在 (20) 右 端 进行 实数 运算 ， 人 D 定义 为 堆 导 数 ,如果 
Di= 0, Vit SF (»), 


1) 国 为 我 们 已 不 用 内 积 ， 我 们 好 在 仿 射 空间 ， 


= 


1.6 引 理 ”多 (*] 是 一 个 耐量 空间 。 
证 明 如果 能 证 明 (20) 式 的 8D 十 x 了 DE 各 (x), 芭 满足 性 
质 (站) 和 ti), 则 易 证 定义 1.5 的 加 法 4 数 乘 清 足 向 量 空 间 运 算 
的 8 个 条 件 。 因 此 , 引 理 的 证 明 归 结 为 Ye, 8 ER; ge 多 Cr) 验 
证 (7 和 (0), 其 中 用 到 (20) 以 及 妨 ,, DD; 满 吧 (18),(19). 
(i) CED, 十 ?有 (af -+ Pe) = ED (ef + Be) tr D(af -tpe) 
= E(eDf + PDg) + nteDyt + 8D,8) 
一 olED + sD) + BE Ds + n Dag) 
= a(ED, + 7D,) + PCED, + sD)e, 
(3) {#D, + aD) (fg) 一 ED (fg) + nDolfs) 
一 上 [De + fx) D,s)] 
+ sl Df) ger) + FC) CD,e)) 
— (ED + aD) ew) + fir) (ED + nD,e) 
= [(ED, + wD)fletr) + HLCED, + sD,)el. 
1.7 引 理 上映 庙 | 
TE— Hx) aur) haDc) = ultx) | (21) 
是 单 的 和 线性 的 ， 
证 明 a(x) 一 JCov(x)), 即 w?(x) 一 v2?(x), 表示 
urtx)f — v(x)f, Vie SF (x), 


uCx) (WI)) 一 v(x) (Wve)) 


(utr) 一 了 (ss — 0, 

由 于 fs 从 而 Wi 的 任意 性 和 点 积 的 正定 性 ,我 们 有 w(x) 二 ot{x)， 
故 二 是 单 射 ， 

利用 点 积 的 线性 性 质 , Ye, Pe R;ulx), v(x) E TE, 有 

outz) + POL)) — (eutw) + BOLr)) VI: 

— eal) V+ Pox Wl — od atr)) 十 BJCoCc 

上 式 证 明 站 是 线性 观 射 。 口 
如 果 dim 终 (x) 一 dim 了 7: 王 ， 从 上 述 引 理 就 可 得 出 是 同 构 
丙 射 ， 但 现在 不 炳 dim 包 (x), 时 得 出 同 移 的 结论 , 还 需 证 本 J 是 
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利用 (14), 得 
El 


潢 射 。 为 此 、 涡 要 两 个 引 理 . 

1.8 引 理 YDe 如 (x), 车 1e 久 (Cx) 在 + 的 邹 域 是 常数 , 则 
Df = 0. 

证 明 DD 是 线性 第 子 (性质 让), 内需 对 ff 一 1 进行 证 明 . 利 
用 性 质 (37; 以 Dl D011: 1) 一 (DL -二 1 号) 一 2 有 1 得 
D1 = 10. 口 

1.9 引 理 设 fe (x) 定义 在 开 集 BU CE， 则 存在 x 的 星 
形 邻 感 第 号 和 定义 在 种 的 *# 个 画 数 gj, 使 得 

g(x) = Df), (C22) 

| HA = Nr) + (Cy 8d), YYE GB, (23) 
其 中 将 是 动 点 y 在 坐标 系 {x 站} 的 坐标 。 

证 阴 令 史 C2 蚌 * 的 星 形 邻 域 , 则 WyE . 声 有 


jn = fx) +| Ay)) 二 


1 
由 


1 tC dr 4 Ay a)) dr, (24) 
记 | 
gi(y) 一 | Bfx + x a)) A, (25) 
就 得 (23), 而 当 y 一 < 时 ， (25) 就 给 出 (22) 
gi(#) = | Bftx) de 一 Bo， 


1.10 定理 了 .5 和 纺 (Cr) 自然 同 构 . 
证 明 引 理 1.7 已 证 为 单 射 和 线性 。 只 需 再 
证 ./ 为 满 射 ，YD e 名 (x)， 记 动 点 7 的 坐标 (区 数 ) y 的 到 RB 的 
”导数 为 
w(x) 一 Dy (26) 
利用 引 理 1.8 和 1.9, 五 的 性 质 {i) 和 (i) 及 (26) 式 ，vFe 多 (x)， 
我 们 有 | | 
1 = fer) + (yi x gy), 


Di = DUC + (DOy — ri gle) + 0. SDeg; 


f= 
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中 了 改 醒 


= 0+ (Dy gets) + 0 = u(t) or). (27) 
设 另 有 学 标 系 { 一 x (x)}, 又 记 
w(x) = Dy C28) 
用 相同 步 又 ， 又 得 
Di/ — «(4) Owf C2). (29) 
和 (27) 比较 ,得 
Ws) OC) = eC) Os) = wn) 05 OCs). 


也 了 的 任意 性 ， 上 式 给 出 
Hi 一 Ox Cx Cre), 
ar’ 


这 说 明 , wi(x) 是 向 量 分 量 ， 办 此 , (27) 式 , 即 
Df — wi(a) ,| (30) 
具有 与 坐标 系 无 关 的 不 变性 。 根 据 (16), (30) 式 右 端正 是 了 在 点 
z 在 (x) 一 w(x)g,(*) 方 向 的 方向 导数 
wo 人 zf — wi (ee) Os. (G31) 

由 了 的 任意 性 ,上 两 式 给 出 六 一 w?(x) 是 零 导数 , 即 
D = u(x) 一 Nuls)). 
因此 ,任何 De 多 (x) 均 是 某 az) 在 J 下 的 象 ,从 而 J 是 满 射 . 
由 于 这 结论 与 坐标 系 无 关 , J 是 和 白 然 同 构 痿 泉 ，[j 

在 肤 射 下 , u(x) 和 uw?(x) 一 u(x) 术 | 自然 地 一 一 对 应 . 
虽然 前 者 是 位 移 向 量 , 后 者 是 导数 算 子 . 指定 u(x) 就 意味 着 指定 
wu?(x), 反之 亦 然 ， 因 此 ,可 以 把 这 两 个 自然 同 构 的 向 量 空间 TE 
和 霓 (x) 等 同 起 来 ,把 相对 应 的 元 素 u(x) 和 uw?(x) 等 同 起 来 ,这 
相当 于 去 掉 后 者 的 上 标 “D”。 根 据 行文 就 白 然 清 想 ， 指 的 是 那 一 
个 空间 的 元 素 , 在 永 章 的 钨 大 多 数 情况 下 , 苇 向 量 是 在 导数 意义 下 
的 。 

对 于 曲线 坐标 系 {x 中 ,TE 的 ( 协 变 ) 基 是 {& (ze)}。 在 导数 
意义 下 对 应 的 是 什么 呢 ? 下 面 我 们 回答 这 个 问题 。 可 以 认为 ， 
gz) 一 g(x)， 于 是 ,由 (16)， 


.4 


psd| aa 3 
可 Cx) 它 : Dri 日 si |e* 《33 
将 gPlx) 和 gi(x) 等 同意 昧 鞠 
= 
EC) i Dr: 2 (C33) 
因此 ， 有 如 下 定理 
1.11 定理 在 导数 意义 下 ， 了 二 的 ( 协 变 ) 基 是 地 ( 曲 


线 党 标 系 {xz 人} 的 自然 基 ). 
1.12 定义 ” 切 空 章 了 ,EE 的 对 偶 空 间 称 为 余 切 空间 , 记 作 7T#E， 
它 的 元 素 称 为 余 切 向 量 或 协 变 向 量 ，[ 
玉 面 我 们 将 给 出 余 切 摧 量 的 真 观 驾 念 ， 并 导出 余 切 空间 对 侦 


= 全 lm 


1.13 定理 设 je F(x), 将 1 在 lx) 方向 的 方向 导数 (13》 
改写 为 


(EPE 一 ux), Yaultx) € TE, {34) 
则 (Ca 有 cx) 是 工 ,EE 一 RR 的 并 性 映射 ,因而 是 一 个 余 切 向 量 ， 
证 明 结论 是 显然 的 , 因 绝 对 第 分 (13) 线性 依赖 于 wlx), 事 
实 上 ,利用 导数 合 义 的 向 量 的 性 质 , 亦 有 
(af) Cx) toutx) 十 BBC = (mutr) 十 Bee] 
i | 
+ Pla) (vr)), LL] 
这 里 导 应 作为 一 个 符号 看 待 。 ed) 基 一 个 映射 、 常 称 为 函数 
1 在 点 上 的 微分 ;和 十 典 分 析 让 多 元 畏 数 的 缴 分 意义 是 不 同 的 .但 
是 两 者 叉 有 联系 。 此 种 符号 ,此 种 称呼 ， 是 事 出 者 因 的 ,后 面 将 论 
及 ， 
1.14 定理 ”各 曲线 尝 标 函数 x 在 点 过 的 微分 是 ”= 个 祭 切 向 


量 ,它们 的 全 体 {Cdx') (x)} 构成 了 汇 前 一 组 感 ， 而 且 和 (2 } 
对 个 : | 
4 


量 普 尝 要 


(dxi) (x) (| = (35) 


证 明 在 (34) 式 ,以 zt 作 把 | 作 w(x), 即 得 (35): 


dx D(a )-=- 癌 一 Co 一 吕 
Ce 总 |. py 


作 {Cdx 人 站 (x)} 的 零 线性 组 合 
odx) (2) — 9, 
即 
wdxri) x) (ax)) 一 0, Vuix) € TE. 
根据 (2x 站 (wx) 的 线性 性 质 ， 上 式 又 等 价 于 


将 (35) 代入 上 式 ， 即 得 me 一 0。 从 而 faxzto] 是 一 组 线性 无 
关 的 祭 切 向 量 . 
设 有 任意 的 余 切 向 量 妈 < 7T#E, 记 


则 根据 线性 性 质 。 VaCa) 一 w(x) 30， ， ET.E， 有 


wutr)}) 一 “(0% (EO ) = mi(s) 一 wui lx) 0 


Ox! 
一 wi {ws) (dx) Cx) 人 | ,) 


— (ldr') (Ce)) (em 2 .| 


一 (efax Cs atx)), 
由 wtx) 的 任意 性 ,得 
to = oi Ax) x) 一 fw (过 )) Gar). 


+ 249.9 


这 说 明 ， 任意 余 切 向 量 可 下 {dx ) (x)} 线性 表 出 , 从 万 得 证 定理 
的 结论 。 口 

ea 称 为 余 苇 问 最 w 的 分 所, 按 协 变 花 则 转换 ， 

1.15 推论 ”任何 fe ,多 (Ca) 在 点 x 的 微分 可 表 为 


(dw) 一 2 Ce) ar) (x), (37) 


证 明 用 (36) 式 求 (4f)(*) 的 分 量 , 即 得 
(DG ( 旋 | 一 总 | .f= 站 49. 口 


| 


(37) 式 和 作为 多 元 函数 的 微分 公式 是 一 至 的， 这 是 采用 符号 
“(gf)《x)*, 并 称 之 为 f 的 微分 的 根据 , 但 含义 不 同 ,这 里 (4 站 (x) 
和 (dr)(z) 都 是 从 了 TE 到 忆 的 算 子 , 如 果 我 们 有 fe 和 (0E) ,就 
可 以 在 下 的 每 一 点 求 了 的 微分 ， 合 起 来 就 有 祭 切 向 量 场 df-- 
3 ae 任何 .多 (E) -函数 的 微分 是 余 切 向 量 场 ， 但 逆 命 题 非 
真 ,从 有 所 请 “恰当 的 ”(exact) 余 切 向 最 场 才 是 某 多 (x)- 函 数 的 
微分 . 
类 位 地 ,我 们 分 别 有 * 阶 协 变 , * 阶 六 变 和 { ”) 型 张 县 场 : 


BO— Dadri .Bqdrir, (38) 
一 dwr 
VW=u Bt 区 Br? (39) 
© 一 加 全 ‘i 了 (40) 
1.16 定义 ”上 反 称 的 + 阶 协 变 张 最 场 
和 一 Ar (41) 


称 为 微分 7 形式 ， 引 人 外 积 “ 入 ”类似 于 外 形式 ， 态 可 表 为 
太一 ,of 入 一 rp A dar 


一 > 4 dx A A dr 口 (42) 


1 


= 本 村 全 


rr 


微分 形式 的 代数 运算 和 外 形式 的 运算 相间 。 特 别 地 ， 余 切 同 量 场 


已 一 cosdix: 就 是 微分 1- 形 式 ， 


§ 2 向量 场 的 Lie 括 弧 积 有 和] Lie 代数 


在 第 VY 章 §$4, 我 们 用 统 "(E) 记 罗 上 光 祖 向 量 场 的 全 体 ， 由 
于 
cut BueR(E), Vo,PeER; wu, ve RHR (BE), (1) 
侣 ~(E) 是 明 上 的 向 量 空 季 (无 限 维 )， 疝 最 场 的 加 法 和 数 先 是 逐 
点 定义 的 。 因此， 也 有 
fat sve RE), VseF (Euve a (EE). (2) 
这 件 事实 我 们 表述 为 ， 人 B"(E) 是 多 (下 ) 上 的 横 (module). 
此 办 ,我 们 还 可 以 髓 予 慑 (E) 进一步 的 代数 结构 . 
2.1 定义 在 及 上 的 向 量 空间 2 称 为 一 个 ( 实 ) Lie 代 产 ， 加 
果 除 了 向 旺 空 间 结构 ( 即 加 法 和 数 冬 ), 它 还 定义 有 Lie 括 靶 积 , 见 
映射 


[XI uo) Lu, v1, 

满足 

(i) 到 称 性 [zz] 一 一 [ep]， - (31 

[iiy》 邓 绕 性 [em 二 Pa, 0] 二 stu, v] -+ Plt, 51], (4) 

(it Jacobi 恒等式 

[u,v ww]] 十 [fo ml] + Ew, [ap 一 2 [DD (3) 

例 1. 以 通常 的 及 积 作为 Lie 活 弧 积 

[ww, vl]: =u x v, (5) 

三 维 内 积 空 间 ?是 一 个 Lie 代数 ， 及 积 的 反 称 性 和 双 线 性 是 已 
知事 实 。 将 (6) 代入 (5), 并 利 肝 3 疝 量 代数 的 公式 


ux (VX ww) (wv — (uv}w, 


得 
ux(vxw) txXrwXxutwvix(ux vy)— 0. 
因此 ，Jjacobi 恒等式 也 是 满足 的 ， 


» 省 再 了 押 


例 2 在 通常 的 矩阵 加 法 和 数 乘 下 ，= 阶 实 矩阵 的 金 体 构成 一 
个 nXn 维 向 量 空间 .AO ,(R), 由 入 ,YEA (Rj)>XY E(BR)，, 
2 AR) 允 是 一 个 虹 上 的 代数 ， 若 以 换 位 子 《commutator》 定义 
Lie 括 弧 积 : 
[X,Y1:— XY 一 了 YX。 (7) 
则 YLR) 又 是 一 个 Lie 代数 ， 门 
我 们 各 在 合适 地 定义 两 个 向 量 场 ,DE 沼 "( 吕 ) 的 Lis 括 殊 
积 ， 使 耐量 空间 次 "(E) 成 为 一 个 Lie 代数 .县 (E) 是 无 限 维 
的 , 叉 积 设 有 定义 , 例 1 对 我 们 没有 用 人 处。 同 2 合 能 提供 启发 。 但 
在 量 场 立 ,5 的 换 位 子 wD 一 ga 中 的 gw 和 vw 该 如 何 理解 呢 ? 
显然 不 能 是 内 积 ， 
22 定 理 设 &uat 统 {) 是 任意 两 向 量 场 ， 则 按 傈 件 
[ua, oC) = ur) (of) 一 vO CN) Yr EE; le Fr) (8) 
这 点 定义 的 [a, #1 可 以 作为 站 和 ?9 的 Lie 括 扳 积 而 使 弛 "(FE) 
成 为 一 个 Lis 代数 ， 口 
《8) 式 右 端 第 一 项 的 vf 是 一 个 匡 数 ， 它 在 点 * 邻 城内 的 任 
意 点 了 的 值 fy) 一 vCy)f. vv 和 了 在 x 邻 城 均 光 渭 ， 故 
viE HF Cr). 
征明 [ao] 是 z 和 pp 的 Lie 括 弧 积 ,如果 它 间 属于 
人 (ED); ii 满足 条 件 (3 一 5)。 
先 证 让 ， 因 在 (8) 中 ，2f, gj€ (7), 故 1y, 5](Y) 是 从 
Be) 到 RR 的 映射 再 者 , Ya, 8 ER; 六 se B(x), 我 们 有 
(i) Ea, v(x) (ef + Pe) 一 在 (zf + Pe)) 
— vr)(uloal TF pe)) 
— tr) (Cav! + Pog) — olxr) (oaul + pug) 
= ol ae) (Vf) 一 vr) (Caf)] 
tt Bluts)(ye) — vs) (ug)] 
一 olu, vf + iu, 可 xz， 
(i) [u,v]x) (le) = aero(fe)) 一 DOOR 
ut) De Ho — veal (ue + fug)] 


+ 


了 如 可 课 材 


= (x) CoH) gtx) + (vf ur)g 
Cutr)f og + Frat (ve) 
一 《etc tu) el) — (Cutx)f otw)g 
一 (pk 四 ageJg — He)vtr) ag) 
一 【YEDF — wx) Cu) EC 
rfatrjtl va) — ox)t us)] 
= {[u,p lr) g(r) + fOr) (CL u,v (x) 8). 
因此 , [a; wj(x) 是 .多 (x) 到 RR 的 导数 , 即 导 数 会 义 下 的 向 量 .如 
果 f (EE), 上 vf, af 和 v0) 一 VCaf) 也 都 篇 于 . 安 (BE)， 从 
mu, ve .Rm (E). 
现 证 说 。 及 定 必 出 发 ，YfE (x); PER; VU Wy 
isE . 吕 (BE)， 有 
(i) [a, Vl) = qty (ol) — va) = [v(x) (nf) 
— uv = —[v,ul (Cx)!, 
CG) [em + Pom, VIO) = Camts) + Por) yof) 
— vr) om + Pa)f) 
一 om (x of) + Bom) {0}) ~ p(x) mf) 
— BVCx) (tf) 
= el of + Bl vn)} 
— {oa[th, 0] 十 B[am 1) (x)f, 
Qi) 《[ [ae wll+t [vo, [ww, alj + [w, [ape 
一 (xD 本] 有 Lo, wr) Cnf) 
+ v(t[w, al)) — [iw, ud) Cv) 
十 wd (ua, of) — [a, vr) Cw ) 
= utr) ww) — Wo)) — wr) (wl) ) 
十 wr ou) 十 vO) Cw Hl) 一 下 (名门 ) 
一 Ke 名 (9 有 门 ) + utr) (ww)) 
+ wh (av)) — vu)) — u(r) (pw)) 
+ ve (a wp) — 0. 
由 了 的 任意 性 ,上 面 涉 及 的 向 量 场 在 每 xt 满足 (1 一 5), 从 而 在 
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五 满足 (3 一 5)。 
2.3 定理 设 ,vE 字 (EE), 则 
{u,v uv ov 一 [有 的 本) 一 wgrad ov — tgradu (9) 
= (Ve Oo vi Bg, 一 【2 — vm gg; (10) 
证 肯 ” 按 向 量 的 第 一 含 六 用 (1.14) 将 (8) 政 写 , 得 
[a, vx) VIN)) — ur Wo TH) CY) ) 
— ova vO ) 一 VOU EI TI) ) 
+ (u(r) Ov) VOVI CY) 
一 UDC 
— (opr) Gur (TOV) 
— VO) — VEO) WHI) ), (11) 
上 上面 用 到 在 瑟 术 梯 齐 次 序 的 可 交换 性， 由 f 和 * 的 任意 性 ,，(11) 
式 导 至 (9)] 式 . 《10), 式 是 (9) 式 的 分 量 表 示 。 考虑 到 联络 了 系数 
的 对 称 性 ,又 得 (10):。 
也 可 以 利用 5116) 于 (8), 首先 证 明 分 晤 表示 《10),。 由 
La, Cs 一 避让 一 下 
Eh 
一 【pa 六 | 一 三 (MDB 
= Cj! — wii) Cx) Ol cf 


la, Vv) = wd;vi — vidiat, [] 
定 文 条 件 (8) 给 人 的 感觉 ，[a, 1(x)》 是 二 阶 微分 算 子 ， 从 
定理 2.3 的 证 有 明 过 程 看 到 ， 对 称 性 消 浊 了 二 阶 导数 ， 因此 , [a， 
zj xz) 仍然 是 一 阶 微分 算 子 . 这 和 [my vj](x) E 了 :下 是 一 至 的 。 


$3 区 域 聊 射 和 导 映 射 


一 个 物体 的 变形 可 以 堵 作 下 的 一 个 开 域 BB (或 卫 本 碳 , 当 物 
体 和 粗 当 大 而 可 视 作 无 穷 天 时) 到 吕 的 映射 。 物体 的 运动 则 可 看 成 
是 一 族 依 赖 于 参量 :时间 ) 的 暑 射 。 因 此、 从 数学 上 研究 这 种 觅 
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对 是 有 意义 的 。 物 体 是 不 会 消失 或 相互 滩 透 的 (经 典 的 物质 策 
型 )。 这 可 成 为 对 联 庄 的 一 些 附加 条 和 任 的 物理 依据 , 这 些 条 件 却 给 
映射 的 研究 带 来 简化 和 方便 ， 为 了 用 不 大 篇 幅 将 主要 思想 阐述 清 
楚 , 我 们 将 不 注意 光滑 性 的 细节 而 总 是 假 刘 , 一 切 都 是 光 洛 的 。 
3.1 定义 ”微分 同 隆 晤 身 
Pi CE WH CE:XH> pl) (Bx(X)) 

称 为 区 域 映射 ,其 中 %” 一 gf ). 微分 同 厌 里 是 双 射 ， 并 且 意 
和 9-: 都 是 光滑 的 (其 实 C! 就 可 以 ), 即 如 果 {X4] 和 {x 二 分 别 是 
定义 在 2 和 笋 ”的 任 疮 曲线 坐标 系 , 则 2 和 @-: 的 坐标 表示 

太一 AL 和 KR XA) C1) 
都 是 C” 的 ,而 且 


det [2 | 0 在 0， de [Sr | = 0 在. 口 (2) 


3.2 定理 设 P 是 区 域 鼎 射 , 则 对 于 下 € Bx , 条件? 
(pH = Ufop), YUE TxAo ;te SCP(X)) (3) 
定义 点 电车) 的 一 个 汤 向 量 patX)UE Toc” ， 并 从 而 定义 肌 
射 


Pr): Tx ~ Too ， | (4) 
称 为 在 点 蔷 的 导 上 映射 。 导 陵 射 是 线性 和 双 庙 上 股 射 , 即 同 构 有 映射. 
证 明 首先 证 有 明 pe) 下 是 点 pt 关 ) 娃 的 却 向 量 。 只 需 利 用 
(3), Vo, PER;I, geé HF{(PLX)), 验证 满足 定理 1.4 的 条 件 (i) 
和 i). 
(palXIUNaf + pe) — U((of + pe)omp) 
一 Ulofop + pgoqp) = oaU(fogp)} TF PULgop) 
一 ape) LE 人 十 用 pif XI Eg, 
(plXRIDNe) = Ufe lop) ~ Ulfop (gop)) 
=— (UC(icp))e P(X) TF fop( XU gog)) 
= (CpaCRITIN Ng pO XY) + HpXND p(XIDDg. 
其 次 ， 让 qs(XX) 是 线性 映射 Ve, BER; LVETY 


1) “ 吕 ”表示 巡 射 的 复合 ; 15 CX 一 的 人 CT， 
*231 = 


1E .5( 9(XD))， 有 
(pa XIU FPO = (aU + BWC op) 
一 ofopm) t BVP) = el pa XID) 

t ApaCEIVOF = Cap (XIU + ppt XIVO. 
由 的 性 意 性 , 得 ps(X) 的 线性 ， 
短 证 wxCX) 是 单身。 psCXD)U 一 pxCX)V, 即 

Uricog) = Vifogp), Vie (p(X)). 
直 f 的 任意 性 , 得 UU 一 VY， 最后， 为 了 证 qn(X) 是 满 射 *， 只 需 
昌 出 存在 x(XX) 的 逆 。 由 于 了 是 微分 同 旺 ， 存 在 北里 射 qq:。 使 
得 gp om 一 站 .9 也 是 微分 同 肽 、 它 有 导 易 射 

CP APOEIN: Tr 一 了 xiw ， 


满足 
(Cp PXINDF = u(t Fey '), 
Were Taw ;Fe F(X). (5) 
由 于 (gpCX))ueE TB ,Fop eB (p(X)), 有 
Pet Pp PRN Fp *) 
— (Pp ely XI (Fop cp) 
-PPARINDF = uFop!). 
由 FF 及 a 的 任意 性 、 左 右 两 端 给 出 
palXI MPPLX)) =» 0. 
蒜 此 , (yg 就 是 px 的 道 Lp) !, 算 统 地 可 记 作 mpi. 口 


43 定理 ” 设 向 量 场 UU 一 U4 BR E (QB) 在 ms 下 的 象 


是 uw (Y): 
u— prU, (4) 
Uo= pia, {7) 
出 在 BB 入 的 曲线 坐标 条 {XA 和 x 下, (6) 和 (7) 有 分 
量 表 示 : 


1 如 果 考 虚 汉 出 tTxn) 一 出 mtTqx WY 满 射 的 证 朋 是 参 余 的 . 


32. 


wt = xiaU 4, (8) 
UA = XA, {9) 


证 明 对 于 在 点 Xe 4 的 基 疝 量 347|， 和 任意 16 多 (9 
(X)), 根据 (3), 从 
(so 327|.)1 — 07|, (or) 
— D(X) SS (CX)) 
= (si 2 ) HCX)) 
- (00 Bhi) 
有 
9 7 一 人 (10) 
寺 是 ,利用 (6), (10) 及 yu 的 线性 性 质 ， 从 
si Upe er DU (11) 


及 | 到 ;| 的 线性 无 关 , 即 得 (3) 
美 似 地 ， 对 于 32 | ， 和 任意 Fe Zr(X), 根 据 (5), 从 


(pix(xD |) — | (Fo0p7) 


BX OF 他 
-Be Or KD) 人 了 CO) 
_ fi 0 
(xd Bx4 we ) 
有 
-0 v4 
9* Ber BX 人 


站 中 宁 


并 且 ， 和 用 【 力 , (12) 及 gw 的 线性 性 质 , 从 


下 一 上 0 -一 A 
U4 0 — «ips Bar ™ Xu Bx {13) 
及 人 7 | 的 线性 无 关 , 又 得 (9). 其 实 ,区 域 喘 射 条 件 (2) 使 矩 了 


[xia] 有 逆 [X4]1. 将 寄 成 矩阵 形式 的 (8) 乘 以 [4] 就 得 (9)， 口 

3.4 记 注 ”我 们 这 里 给 出 6) 和 【六 式 的 一 个 几何 解释 , 设 过 
Xe QB 有 光 请 昌 线 C:ICR :Fx COD, 其 中 关 二 CL0). 在 
区 域 颇 射 中 下 ,在 WY 对 应 有 曲线 < 一 9 一 3 :> cn 一 
PCCCD), 其 中 x 二 c(0) 一 区 CO 项 把 区 看 作 在 瞬间 # 一 0 


以 速度 多 (X) 一 C00) 一 XAX) 8、 沿 C 运动 的 动 点 , 则 其 象 


点 x 一 P(X) 外 应 地 在 该 瞬间 以 速度 #(#) 一 2(0) 一 w(x) 二 
消 < 运动 。 利 用 (1) 计算 w(x), 得 


[了 


(AX) = ri KIRACX)., (14) 

和 (8)] 对照, 根据 (6), 就 有 
这 一 px (15) 

同 理 ,有 
一 pa (16) 


这 说明 ， 导 映射 给 出 相应 动 点 的 速 底 向 量 的 对 应 、 口 
正如 向 最 空间 到 自身 的 线性 变换 由 唯 的 信和 是 在 让 作 用 
或 其 转 置 在 左 作用 下 实现 ， 区 域 映 射 的 导 映 射 有 相似 但 略 复杂 
形势 。wp 是 两 个 不 同 向 量 空间 之 间 , 即 切 空 了 二 
间 Tooy%Y” 的 线性 变换 。 类 似 于 5 1 中 混合 型 张 量 的 定义 ,将 戈 
量 积 运算 *@” 推 广 至 两 个 不 同 切 空间 的 元 素 ， 就 得 到 所 谓 丙 点 仿 
射 量 , 或 进而 得 两 点 张 量 ， 这 样 , 我 们 就 有 
3.5 定理 ”区域 映射 的 导 贞 射 mx 由 唯一 的 两 点 仿 射 量 场 在 
作用 下 或 其 转 置 在 左 作用 下 实现 : 
于 一 p= FU UF*, C17) 
其 中 两 点 仿 射 明 场 
F = xBVe ~ x aX, (18) 


+ 


Fr (OV) Ve@r OdX B19) 
Tt 


并 其 对 g¥ 亦 有 


U— pp 和 下 一 有 Te 一 丰产 (20) 
"= XBV» ~ X40 Bart, (21) 
Fi*— (XV) — VEX — OXdrB 7 (22) 
这 里 
FF- (XOV (rH Ya) — Tr, (23) 
下 下 一 《国史 wx 四 We) — 1y, (24) 


Fe*F* (FFD)* = (VO@OX)( Vu) — Ir, (25) 
FFT* (FF (Vax)(V OX) = la, (26) 
证 明 只 需 利 用 (1.8) 和 (1.35) 将 (11》 和 (C13) 分 别 改 写 , 即 
得 (17 一 227)。 


BX Br 
日 站 月 ) 
Ey gdX4 2 -局 
4 有 xs 
一 (vo 2 儿 Barrax4@ ); 
HB Bs Ee 
UU 0 ~ Xu ~— x (er 9) wi 0 
OX x! OX 
9 Nf 
一 | 人 4 一 一 Rd 中 了 -一 一 - 
A BX Sh Re) 


-一 (w 总 六 BRAdri® 二 让 
将 :17) 代入 (20), 我 们 有 
UF-FU. 
时 了 好 的 任意 性 ,上 式 给 出 【23]. 这 里 "! 下 已 是 BB 的 仿 射 量 场 ， 
而 且 是 单位 仿 射 吕 扬 ; 故 用 fy 表示 ， (24 一 26) 可 类 亿 地 证 明 , 如 
果 用 分 量 表 示 ， 例如 (23) 和 (25)，X4x 和 一 84, BogdDoxi cr 下， 
结果 就 是 显然 的 。 山 
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形象 地 说 ,两 点 念 射 量 ,篇 如 所 和 )， 好 象 -条 腿 站 在 点 X< 
人 ,而 另 一 条 腿 站 在 x(X)€ WY 上 ,“ya” 和 “ywv” 分 别 表示 
在 2 和 的 “nabla*， 这 里 和 x 都 不 是 张 量 场 ,但 我 们 仍 樟 
外 地 表示 它们 的 梯度 。 理 由 如 下 : 如 果 我 们 求 (1) 的 # 个 坐标 区 
数 x' 在 点 XX 在 如 方 向 的 梯度 
Dri(X; U(X = (riB Tu) (XIU(CX) 
= U(X)(Vu @x )(X) 
并 将 这 个 式 子 合 起 来 。 就 有 
DzCXIUUKN) = (x OVA KI = U(X) Ta RX). 
(27) 
上 式 左 端 是 当 点 移动 《KKX) 所 对 应 的 点 + 的 位 移 的 线性 主 部 
a(x) 一 Dx(X;U(X))。 当 多 取 遍 人 , 就 得 
a= (x@Va)U, (28) 
这 正 是 (17, 18) 式 。 容 易 验证 , 广 的 分 量 ws 是 按 {x'} 的 一 阶 道 
变 和 {X4} 的 一 阶 协 变 活 则 而 转换 的 。 从 这 角度 记 可 解释 “两 点 
张 量 ( 仿 射 量 )” 一 词 的 来 源 。 文 献 中 。 导 映 射 px 迹 有 其 他 名 称 ， 
如 推 前 (push-forward), 映射 的 微分 ，Jacobi 映射 等 . 在 力学 上 
所 还 称 为 变形 梯度 
如 果 用 函数 微分 的 定义 公式 (1,34) 改写 左右 端 相 换 的 (3) 
式 , 得 
CACfop RIHUKRNY = CA CIC ps CXIUCX)), 
Vie (pxXDN Ue Ha ). {29) 
它 表 明 , 区 域 映 射 F 把 (Ad(fogq))(X) E TX2U 对 应 于 任意 函数 了 的 
铂 分 (df)(x) < Tsoo9z。 训 使 这 种 对 应 成 为 Tootl 一 TY 
的 映射 , 只 要 在 (29) 取 坐 标 函 数 x! 为 1 两 端 乘 以 四 一 wdriE 
.只 -9 ) 的 分 量 wilx), 再 求 和 , 并 考虑 到 


(driop)(X) 一 2 Sp). CKIAXANM KY = sl KAKA XY, 
得 ?2 
1) 守 儿 人 8) 有 是 作证 的 光滑 余 切 问 重 场 的 全 体 ， 
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Cox a) CXIAXANKEHORI = wr pr RHRY), 
vxeo ;Ue RW we RH WY. (30) 
它 使 人 2(X) 二 (wrin (XNAXAICX)E TU 对 应 于 任意 吕 心 ) 
< Tow ， 于 是 ,我 们 有 
3.6 定理 区域 加 射 旬 在 每 一 点 上 一 p(XZ)E WY 诱导 一 个 同 
构 贞 射 


PRI TH 一 了 cv ， (31) 
满足 
Cp Im CUCX)) = wr Cp XXIVCN)), 
VEUE a (2 me RW), C32) 
PP” 称 为 拉 加 映射 (pull-back), 
若 祭 绪 向 量 场 全 一 QdX1E 有 + ) 是 四 一 mdxrxe 
人 溉 {7) 在 拉 回 映射 of 下 的 象 : 


= pp*w, {33) 
_ 名 一 + 有 {34) 
则 上 两 式 有 分 量 表示 : | 
全 4 = i As 【35 7 
oj 一 号 4 车 (C36) 


证 明 定理 的 前 六 部 份 的 证 朋 类 似 于 定理 3.2， 不 天 法 . 人 
证 (35) 和 (36) 式 ， 为 此 ,在 (32) 中 取 dz I 为 @ 和 
,利用 (10) 和 (1.35), 得 

(CoCozD0D (a ,) 


=- Cer) (pa(X) -0 


DX 


一 (dz (xiAX) 吉 |.) 


= Ad) (|) = aC); me CX). 
利用 上 式 ,将 p*(x) (dx 人 )(x) e T8Y2A 在 基 {dX 人 4X)) 上 分 解 ， 
得 
gC) dr )(s) 一 (er Car Oo, )) Cax dX) 
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一 xi dXAK), 

由 此 。 得 

Ppa" 一 rad (C37) 
将 (37) 代 大 (33), 考 讶 至 px 航线 人 性 柏 质 ,有 

QadX 一 wpadr' = Wixiad Xs, 

从 而 得 证 {35)。 因 gp* 是 间 构 映射, (34) 式 显 然 成 并 , 类 似 地 ,应 
用 {12), 又 有 

Pp dX — Xddx', (38) 


从 而 又 得 (36)。 口 ] 
类 似 于 定理 3.4, 利用 (377 和 (38), 及 可 证 
3.7 定理 ” 控 阿 屿 射 g* 由 唯一 的 两 点 佑 射 量 场 在 左 作 用 下 或 
其 转 置 在 右 作用 下 实现 : 
= pm = WrRV) — WF = Fw, C39) 
同 理 对 p™* 亦 有 
一 Pp XOV,) = FF 人， (40) 
其 中 下 ,FF*,， 1， 下风 定理 3.4, [| 
在 定理 3.6 中 ,用 gg 代替 yp, 天 件 (32) 豆 为 
(Cp RIQKIN A) = OOXX pF CF) ut ), 
YE RE (WW OE RA ). C41) 
以 此 为 究 据 ,我 们 可 以 将 pp 1! 的 拉 回 申 射 间 态 扩张 至 + 阶 协 变 张 
量 场 ?”， 对 任 辣 点 XE cr : 
有 一 


使 得 
Cp RID XD ,0 Ce 
=— BX PRI) pr ), 
ve RM ,Ee WY. C42) 
很 据 {1.8), 茶 件 (327 又 可 与 成 


1 C00) U8)s 名 N87) 分 出租 示 在 @f 的 光滑 的 * 阶 造 变 。* 阶 协 变 和 
(“ ) 凶 张 昌 场 区 全 体 ， 


人 


Cr RIUCRI CHE) 一 ERKTOPACE GCC ), 
voe EW Ue RW). (43) 
于 蚌 , 我 们 又 可 以 将 忠 的 推 前 观 射 同 态 扩张 至 7 阶 逆 变 张 量 场 , 济 
任意 点 区 En : 
sf ) "(Ton ), 


使 得 
【of 可 (各 )(eotksy Ws ) 
一 WX PC ID ,PC OR) ， 
号 可 有 44) 
更 -- 般 地 。 我 们 有 
3.8 定 义 ”区域 映 射 子 对 每 一 类 型 张 量 场 诱导 一 个 陕 射 : 称 为 
推 前 了 映射 的 同 态 扩张 ( 仍 都 用 推 前 的 符号 表示 ), 它 在 每 一 点 XX: 
Pa Tx (Tyan ), 


满足 
(prCKEIOCEIICOD EY ,OF Es ,CE)) 
一 四 (JCY CIO EY) ,PC OCX), 
PECAN PE EE CE) ) 
Vee RB) Wi WE RW ); tn 
ue RY ). (45) 
3.9 定理 ” 推 前 了 呐 射 史 同 态 扩张 有 性 质 : 
(i) 是 线性 同 构 呐 射 。 
(ai 对 任 鹤 类 型 的 张 量 场 人 @,, @@,: 


PD,) 一 (CPB) DPD,). (46) 
特别 地 ,对 Ve R(t) De AR ): 
站 村 下 的 机) = Cp Bp), (47) 
WH 1 i 全 且 i 
ge (8; Baxo = (1 2) OX) (048) 


Wax .AK 


(让 i) 讽 国 一 加 4 de 3 -0 
落 记 仿 在 推 前 同 态 扩张 px 下 的 像 为 


BX 


T+ 


0 Fis 0 BD 0 Oar dp 
x1 Oxtr 


(49) 
则 其 分 量 为 
Oi 50) 


证 明 (i) 留 给 读者 ， 
{ii) 为 简单 计 , 设 加 ,四 E 人 "2 )， 则 
(pRB DO KI RY, ts), ttl), tx) ) 
— (OODONXI( Pp NWR), PHLrI mn) , 
Pawo), pr Cx) Hr) ) 
— (BX PD Pam OLX) 
(Cpr) tr), Pa Cer))) 
— (pKIBDKXIN CD Cx) mI pr XID KX)) 
X tor) , Hx) )) 
一 【kf 和 加 [CCpyfXD) 回 (Xe 。 
HC) tt), Oa ), 
由 oa 2s ta 中 的 任 春 性 , 得 (C46)， 下 面 证 《47)。 
(pC RICUOAI XI mE), wtx)) 
— (URADICAY PW), PR tr)) 
一 《EX OXI Pp Ix) )) 
=— (pa XIUVCXIN OI Cp (XIXI CY)) 
— (pCXIUCXDNOP “XIX mx) , u(x)). 
由 贸 , 茵 的 任意 性 ， 上 式 给 出 (47)。 用 《47)，(10) 及 (38)， 
即 可 得 (48)。 
(十 ) 利 崩 ws 的 线性 性 质 ， 并 将 (48) 推广 至 更 多 个 基 元 素 
的 张 量 积 , 即 得 


Bp AX) DB 4X’) 


| + 


ORATOR ), 

和 (49) 比 较 ， 有 即 得 (50)， (50) 式 的 形 关 和 张 量 分 量 在 坐标 
苇 挤 中 的 转换 公式 类 似 ， El 

读者 注意 , 夺 名 思 义 ， 推 前 和 的 方向 和 区 域 映 射 的 方向 一 至 ,而 
近 回 的 方向 则 相反 。 如 果 在 名" 考 虚 一 个 新 坐标 系 {x*jw， 则 名 
的 分 量 从 泽 标 系 1 三 4} 到 【zw 的 转换 公式 正 是 (30)。 设 想 将 
Lr} 刻 在 (物体 ) 上 ,各 点 和 Er 的 谷 标 随 映 射 中 而 变 为 每 
点 xE WY 的 坐标 ,从 而 得 到 3%Y 的 坐标 系 Lx 一 【zw>。 举 款 系 
{ xz 好 像 随 物体 变形 和 运动 ， 这 就 是 随 体 坐标 到 的 概念 ， 这 时 ， 
(50) 式 说 ， 章 一 py 入 在 {wx}w 的 分 景 等 于 名 在 {x 人 的 分 
量 . 换言之 ,名 的 推 前 是 贸 在 随 体 举 标 系 中 分 量 数 值 保 持 
不 变 而 得 来 的 新 张 景 ， 古 典 的 做 法 就 是 用 随 体 举 标 系 来 定义 推 前 
的 。 


本 有 | 
mm 各 1 A (a i) 人 的- - “0 (x 日 


$4 流 ， 单 参 群 和 无 穷 小 生成 元 


杂 {x 是 卫 的 田 线 坐标 系 。 动 点 x 沿 曲线 C 运动 的 速度 是 
速度 向 量 


A(2) = (8 (x), (13 
和 1 定义 设 me ,县 (BP)。 光 请 蛙 线 

CiICR— Eli xlf) (2) 

称 为 向 量 场 # 的 积分 曲线 或 流 钱 ， 如 果 
X07) 一 如 Kxft)， wie i, 站 (3) 

用 坐标 表示 , {3) 式 是 

= wr), (4) 
就 是 说 ,xj) 是 常 微分 方程 组 (4) 的 解 ，C 是 这 个 方程 组 的 积分 


曲线 . 
由 于 右 端 ， 即 a, 不 显 含 1 方程 组 (3), 或 (4), 通常 称 为 乞 
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治 系统 。 疝 量 场 & 完全 代表 该 系统 ， 和 根据 常 微分 方程 的 理论 ， 出 
于 是 光 滑 向量 场 , 在 初 条 件 


X00 一 zo 或 x0) 王 区 (C5) 
x(f) 一 pro, 1), Vie T(xo), (6) 


1(_) 是 依赖 于 初 值 和 的 解 存在 的 最 大 区 间 ， 查 对 和 的 足够 小 的 
邻 域 内 的 所 有 初始 点 ,可 以 选 定 一 个 国定 正 数 a, 使 得 解 区 间 为 
7 一 【一 as 4 下面 不 加 证 朋 地 给 出 关于 这 方面 的 定理 《可 参阅 
常 微分 方程 组 的 存在 唯一 性 定理 )， 

4.2 定理 设 we 笋 "{R). 对 每 点 ,存在 它 的 一 个 令 域 全 。 
一 个 正 实数 4 和 一 个 光滑 晓 射 

PB XT El, (mY p(xr, 7), 

其 中 了 一 【一 as。 a), 使 得 gp,( - ) 二 wp(x，,* ):1 一 忆 是 方程 组 (3) 
过 # 的 积分 曲线 .p(x,/) 称 为 系统 (3) 或 向 量 场 4 的 流 (flow), 口 

我 们 也 记 jp.(.) 三 pm(，, 四， 对 于 每 点 x& Bos gp: 给 出 一 
条 局 部 唯一 的 么 分 曲线 ， 而 对 于 每 :E11 pi 一 plyoxtst 将 Uo 上 映 
射 为 男 一 个 开 集 ， 开 集 徊 。 好 像 随 着 : 的 实 化 而 济 动 。 更 确切 
地 ， 我 们 有 

4.3 定 理 设 下 6E. 且 (ED)， 对 每 点 和 存在 如 在 点 16 的 唯一 
的 流 蔡 (flow box) (Boa, PmP)， 其 中 

(i BCE 是 售 和 的 开 集 ,ae 有 ,aa >>0 或 ga 一 十 oo; 

{ii) :So X 了 一 书 是 光滑 映射 ,其 中 7 = (一 a, a); 

(ii 对 每 x Ee Bi, Pp: 汪 px :TT 一 1-> p(x; 涪 是 

{3) 过 点 * 的 积分 曲线 ; 

(iv) 对 每 i EIT, pi 主人 站 :o 一 了 :rtp(x; 门 是 
区 藉 歧 鞋 。 口 
区 . 域 瞎 射 wp。 诱导 的 推 前 ”prkey 将 TopswB 的 一 个 向 量 
py) 对 应 于 (x) € TEE， 因 此 , qi 可 以 看 成 由 向 量 场 如 
所 诱导 的 一 种 平行 性 ， 

44 定 理 在 :一 0 附近 ， 映 射 p; 具有 以 * 为 参数 的 (加 法 ) 


* 262* 


, 群 的 性 质 ， 即 
{i) gpo= id 《 国 gf = pr, 0) = xr, YreE BE). 
{i) pp 一 Pitt = Pts = Proipss 


(ii) qr Pp-: ( 因 I qo 14), 
PD; 称 为 局 部 单 郑 变换 群 . 
证 明 只 需 证 (Gi), 即 要 证 
gx ,ss) = px, tO (7) 
成 立 ， {7) 式 右 端 满足 方程 及 初 条 件 
px,s 十 四 二 ICT Pixss FF = uplr,s + 1)), 


p(x, < 十 bs 一 PX, 2); 
(7) 式 左 端 满足 方程 及 初 人 条 件 
和 (ty 1 一 下 (pr Fs) 


pplrs 站 | 一 全 CPCry D0) 一 的 全。 
左 , 右 两 端 满足 相同 的 微分 方程 和 相同 的 切 条 件 ， 改 (7) 式 成 立 . 
4.5 定义 ”向量 场 ut 好 (下 ) 称 为 完备 的 〈complete)， 如 果 
对 每 和 ee 了 , 解 的 存在 区 名 可 延 扫 为 (一 ee，c0). 
4.6 推论 才女 € . 绝 "(FE) 是 宕 备 向 量 场 ， 则 (名 , 00, Pp) 是 一 
个 疲 功 ， 
#4.7 定义 设 YE 疏 ,pr: 玫 一 下 是 区 城中 射 (微分 同 且 ) ,满足 
(i) pp 一 Perrrs Ye rE BR, 
(Ci) PE x R— E:(x, /> p(x) 是 光 消 映射 ， 
则 区 域 职 射 族 pifz et R} 称 为 卫 的 单 参 变换 群 . 
4.8 定理 ”每 一 单 参 杰 换 群 p: 核 下 述 条 件 唯 一 确定 一 个 向 量 
场 ue HE): 


up = ln A [pe-ael)) 


—f(m (vr ER;fe P(E). {8) 
寂 称 为 单 参 变换 群 q, 的 无 穷 小 生成 元 (infinitesimal gencrator), 幼 
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一 方面 , 单 参 变换 群 p, 是 向 报 场 的 流 . 
证 明 因为 Yre BE， 


(pe (a) of + Be) 一 im a [af pet arle)) 
+ Fet pr artx)) — of( px)) 一 有 CpG] 
= olim [fly ala)) — fp,(x))] 
FE 


+ Flim 交 [g{prrats)) — gp Cx))] 
= cut pe Cr) 士 Baul ptx) 8。 
uC Cr) (8) = lim [fgCprrar tr)) — fet px))1 


= lim L(g lt)) — fp#) a(per nl)) 


+ Hop(s) Mg prrarts)) — gpetr))) 
| =— (tp fa ps)) + fp Na pe) JE) 。 
所 以 是 一 个 向 晤 场 ， 唯 一 性 基 显 然 的 。 将 (8) 式 写成 


wl psx))f — 全 for 一 DPCs); pln)) 


= (aPC p(w) NHB) 一 pet), 
考虑 到 了 的 任意 性 ， 得 
$lxs t) = ul plr, £)), 
页 定理 的 最 后 结论 成 立 。 

49 引 理 设 史 和 由 是 向 量 场 wu 的 积分 曲线 ,其 定义 域 分 别 
为 售 上 一 0 的 开 区 间 工 各 了 车 0 王 $C0), 则 在 7 站 7 上 四 一 
中 。 . 
证 明 7Tm7 是 含 :一 0 的 开 区 间 ， 设 并 一 1E7 四 一 
yo， 则 根据 假设 ,六 是 含 :一 0 的 非 空 僻 . 今 取 sEK, 则 se TN 了 
《 开 集 )， 从 而 在 在 8 六 0, 使 得 (Cs 一 5,5 芋 8)CI 人 NJ 在 这 个 区 
同上 , 了 和 由 有 定 类 ， 定 义 殉 条 新 曲线 (2) 二 ptt 十 5) 中 站 一 
et 症 引 ,它们 是 满足 相同 初 条 忻 $00) 一 9 一 (5) 一 (0) 
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的 积分 曲线 ,根据 存在 定理 ,在 包含 :一 0 的 基 个 区 辣 内 5 二 名 .就 
是 说 在 包含 * 的 某 个 开 区 间 内 m 一 由, 即 :的 某 个 邻 域 亦 属 于 KK， 
因此 六 基 了 7 的 开 子 棠 。 从 上 面 可 看 到 , 民 的 每 一 个 点 了 均 是 慌 
的 聚 点 。 下面 证 阴 ， 于 的 每 一 个 聚 点 ; 亦 属于 天。 因为 存在 玉 的 
点 列 sp 一 5 前 由 画 (ro) 二 由 (sp) 及 和 二 的 连续 性 , 当 p 一 十 00 
上 肝 , gptsp)》 和 帮 (so) 的 极限 相等 p(s) 一 内 故 sE KR， 因 此 ,到 
是 了 nn 的 闭 子 集 。 由 于 TNNJ 连通 ,而 入 是 Fn 的 非 空 的 ， 既 开 
又 闲 的 于 党 ， 故 民 一 了 站 7 从 而 在 TM 上 Pp 一 上. 

4.10 定理 若 ae 避 "(EE) 完备 ， 则 存在 唯一 的 , 以 下 为 无 究 
小 生成 元 的 单 参 变换 群 {gp | ER}. 

证 明 ”根据 定理 42 和 定义 4.5, 下 的 闹 是 单 参 变换 群 。 今 设 
{plre RY 和 {w|ie Rl 的 无 穷 小 生成 元 均 为 羡 . 若 任意 本 点 “为 
初始 点 : gpol#) 一 pz,0)=x 一 ox) 二 (x0), 则 B: = plx >- » 
和 中 :一 (x，- ) 就 是 两 条 积分 曲线 ,它们 的 定义 域 均 为 (一 % ,00). 
根据 引 理 4.10, gp 二 中 ,Vi€ R;x€E, [0 

今后 我 们 只 考虑 完 每 击 量 场 。 这 时 流 和 单 参 群 是 同 久 语 . 


$5 Lie 导 数 


我 们 可 以 这 样 想像 " 流 p*: 在 : 一 0 了 0 时, 各 点 * 在 名 /oCE 占 
有 有 译 间 的 位 置 ,它们 按 方 程 (4.3) 的 规律 运动 。 随 着 :的 增加 (或 
减少 ), 各 点 * 改变 自己 的 位 置 ， 每 点 沿 自己 的 轨道 运动 。 速 度 向 
景 # 就 是 生成 P 的 向 量 场 & 在 该 点 的 值 ax， 整个 和 好像 在 
流动 ， 不 管 : 一 0 对 原来 在 什么 位 置 的 动 点 ,只 变 流 动 到 x 点 ,就 
具有 国定 的 速度 wt*x)。 这 就 是 自治 系统 的 特点 。 设 在 另 有 一 
给 定 张 量 场 过 .现在 问 ， 在 给 定向 晤 场 克 所 诱导 的 平行 性 下 ( 形 
象 好 说 , 在 按 上 述 规 律 运动 的 动 点 的 服 里 ),  ( 滔 轨 道 ) 的 变 仁 率 
如 何 ? 

5.1 定义 ” 设 给 定向 量 场 #€ 各-(E)， 它 生成 流 p; 又 设 有 给 
定 任 演 类 型 的 张 量 场 名 < 这 YE), 则 


-AGS 


(LPO 一 im 二 fp- 种 G Be)], yzreE (1) 


定义 一 个 和 虽 同型 的 张 重 场 居 wB, 称 为 各 关于 向 量 场 刀 的 Lie 
导数 ". 这 里 9_r* 是 逆 映 射 中 -， 的 推 前 的 同 态 扩 张 而 
Pm Br — pt Pr) Bprtx}), 电 ] 

对 于 每 一 类 型 张 量 场 , (1) 式 定义 了 一 个 Lie 微分 征 子 


EE (2) 
万 依赖 于 we .2(E)、 固 此， 我 们 又 有 
RB) Eu Ha, 有 (3) 


这 盟 & 是 Lie 微分 算 子 的 全 体 .对 不 同类 型 的 张 量 场 ,好 是 不 同 的 
算 子 .最 任 阶 的 张 量 场 是 光滑 函 芍 .FEE) 二 .全 -了 (FE), 如 果 我 们 记 
OA EL, (04) 

并 认为 ”经久 是 基本 Lie 微分 算 子 ， 则 对 任何 其他 类 再 张 县 声 
只) 的 Lic 微分 算 子 ， 记 作 性 扣 , 可 以 认为 是 红外 的 同 态 
扩张 . 像 区 域 映 射 9 的 导 瑞 射 p。 的 所 有 同 态 扩张 也 用 ps 表示 ， 
为 简单 计 ， 今 后 一 切 Lie 微分 算 子 仍 用 红 。 表示 。 行 文 将 告诉 我 
们 , 它 是 对 那 一 类 型 张 量 场 的 同 态 扩张 这样 对 某 些 叙 述 更 方便 - 
其 实 , 所 有 张 量 场 空间 的 直 和 是 一 个 代数 ,Lie 微分 算 子 可 以 看 作 
是 从 这 个 代数 到 自身 的 一 个 统一 的 算 子 。 但 在 这 本 书 里 。 我 们 不 
准备 作 这 最 一 般 的 讨论 ， 

5.2 定理 ”对 we 名 "(FE) 和 仁 何 类 型 的 张 量 场 空间 22-;(E)， 
(2) 式 的 Lie 微分 佬 于 是 线性 的 ,六 满足 Leibnitz 法 届 ， 

G) apt EW) ol eB) + PEL YW), 


1) 这 个 定义 是 象征 尺 的 。 儿 . 串 应 理 铅 为 存 每 点 * Ek 按 下 述 方式 定义 的 【《 “人 


重 线 性 函数 : 
【多 re ez Bi eg 
= lim 全 [oe Cx) 一 Pr) mt x), "y DC W(x) sir) } 


Vos ED 
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Ya, BE R; @, We FE), (37 
GY BEE = DE TT BOE ， 


vo A (EE); Ve RE). (6) 
对 别 志 , 对 1,8€ (EE)， 
人” oft BE) ol nf) 4 PC nf) (7) 
GY” S18) = (Dg + HE 8), (8) 
以 及 
QD” A) EBT HB) C9) 


证 明 利用 生成 的 流 的 导 肌 射 的 线性 性 质 ,我 们 有 
0) (Yaa@ + PP) = lim T [pm(o + BP)Cz) 


— (og + pW) Cx)] 
— elim 二 [9m — BL)] 


+ lim 二 [gn Ce) — PY] 
站 科 


= af Bx) + pC Bx), 
(Gi) ABEP)Y) 一 lim 二 [pt BBV) Ce) 


— (POP) 1 一 im 二 [Cp a@® Cr) 


一 Bp + BI Op Wx) 
一 Wo (EB DP) 
+ BB EP) = (EB) DW 
. LP) ) Co). 
考虑 到 x 的 任意 性 ,有 即 得 {5) 和 (6), 
5 推论 设 ge 各 EE), 各 和 侠 古 任意 阶 逢 分 形式 , 则 
cc 总 人 图) HAAG + DNL) (10) 
5.4 定理 对 于 多 (了 )， 在 引进 加 法, 数 乘 和 换 位 和子 运 咎 
《Ya PER; au, VE HE)).: 
(es TF BE fF = ol vf) + PEE of), (11) 
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(Ls LL) 
一 LIAL LAL (12) 
之 后 ，Lie 微分 算 子 (4) 的 全 体 & 是 一 个 Lic 代 数 , 它 和 (BE)， 
作为 一 个 Lie 代数 ,自然 同 构 . 
证 明 ”由 《7) 和 (8)。 纪 。 实 味 上 在 每 点 6 也 是 多 (x) 到 
R 的 导数 : 
(Ef) = im Lp) 一 基 c] 


一 tim 二 Fe — fx)1 


一 也 Np) 一 eic 
人 


一 un), Vr e BE; fe FE)., (13) 
将 这 结果 应 用 于 《11)。 得 
(Cm a BL FY = a EE of {KN) + PEE ef) x) 
= au(x)f 十 Por)f 一 【ae + Pv 
= (EH warpol ) (Cx). C14) 
可 见 ，Lie 微分 算 子 对 于 加 东 和 数 乘 是 封闭 的 。 而 且 结 果 是 关于 
cu 十 Bo 的 Lie 微分 算 子 ， 由 此 得 结论 : 是 一 个 向 量 空间 ( 容 
易 验 证 满足 向 量 空 间 运 算 的 八 个 条 件 }。(3) 给 出 的 映射 缘 保 线 
性 运算 ， 是 一 个 从 商量 空间 . 受 -(B) 到 向 量 空间 中 的 自然 同 构 典 
射 . 
更 进一步 ,2 是 一 个 Lie 代数 。 事 实 上 ， 记 
[I = Es, {15} 
风 [ ws 天。] 可 作为 罗 w 和 开 。 的 Lie 插 弧 积 。 因 为 由 (应 用 
《13) 寺 (12)) 
CL 用 人) = CL ALAND (AE) ) x) 
— ud) of) — vtaf) — [us vx)f 
(EE nf) (x), 
可 见 ，Lie 微分 算 子 关于 换 位 子 运算 也 是 封闭 的 ， 其 结果 是 关于 
Lie 括 弛 积 [a, 5] 的 Lis 微分 算 于 ， 下 面 证 有 明 它 满足 Lie 括 弧 
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积 的 三 个 条 件 ， 
() [ss Ef = iva = Lv, uf = [u,v 
= [Yn ol: 
[ii [fee TF PE, olf = [mers Elf 
一 EE +t pest 一 [ew tT Pua, vt 
-= ol, vt Blo, vlf = el,, of 
t BIS, of = (ol Hs, oe] 
ES ws Lo; 
(ii) 利用 (14) 和 (15) 的 结果 ， 有 
[Ss [Hos wl] TE [Ey nl] 
+ [ss Es]] 
= [a ow] [Es, HE ml Tt LS ws Emr!] 
= tv) tt Hiatal tt SA Lge,ey) 
一 tot tt Eo 0 = 
可 见 , 上 映射 多 保 Lie 括 弧 积 , 从 而 定理 的 全 部 结论 得 到 证 明 ， 口 
为 了 证 明 上 述 定 理 对 . 甩 -(EE) 也 成 立 , 需 要 先 证 胃 以 上 下 引 理 。 
5.5 引 理 设 we 学-(E)， 生 成 流 pq。 任意 给 定 %f 殊 和 
1€ .多 (和 是 包含 vw 的 开 集 。 我 们 可 以 取 足 够 小 的 8 二 0 
及 加 的 邻 域 和 人 和 ， 使 得 pl X (一 8,6))CB ， 并 且 存 
在 定义 在 BX (一 6, 8) 的 C” 通 数 g(x, :)， 满足 
f(gp(x)) = fx) 十 起 Cr Ds utx)f — gz 0), (16) 
若 记 gtx) 二 g(r, 有， 则 【16) 又 可 写成 
fop: 一 了 十 181 uf 一 go, (17} 
证 明 定理 4.3 保证 存在 5 和 人 Bo， 使 得 pC 有 Ro X (一 86， 
8))CB。 区 数 rx 中 一 p(n)) 一 x) 在 Bo Xx (8,6) 
上 有 定义 ,是 rC#,0) 一 0。 记 (zy 让 一 守 作 全 ,并 在 abox 


(一 8, 6) 工 定义 通 数 
glxs tt = | px, Hds = + (x, TAr 


269 


~ 过 [r(x, /) — r(x, 0)] 
一 二 [fCp: (2)) 一 Fo]. 


此 即 (16), 式 。 当 -> 0, 上 式 又 给 由 (16),: 
gx, 0) = lim 工 [Ke 一 Ko]1 一 和 | f(gp,(w)) 
TD Ff Ht | 7 


一 让 (0) = ala)f, 


5.6 引 理 设 &w, ve .2 人 (ET 由 
Se up 一 [aob]. {18) 
证 明 设 w 生 成 流 中 从 定义 (1) 出 发 ,应 用 (3.3), (17) 和 
(4.8) ,Yrx CE; fe . 哆 (BE)。 依次 有 


(LOD ~ lim + [9-0 一 age] 


一 im 二 [Cp_m0 Ce)f — v(#)] 

一 im Tog) ) ops) 一 oo 用 

= jim + [oC pC) 一 中 一 oa 

= lim [op — of] — fim vpCe) )g- 
一 im 二 [of(p C2)) 一 oO] — lim vg- pte)) 


= 4 vf p(x)) (so 一 vO) go 
At 


一 Eto — vr) Ca) = [au, vie), 
从 而 (18J 得 和 证 . 口 
其 实 ,(13) 式 世 就 定义 了 一 个 函数 


| 一 lim 二 《foe9py — 1), 
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测 用 这 个 结果 ， 我 们 还 可 以 给 出 上 述 引 理 的 另 一 个 不 必用 到 引 理 
5.5 的 较 利 索 的 证 明 ,如 下 
CS pI = lim 2 Lop lop-s) — ve) 


一 lim 二 [v(tfogp_s) (pr) ) — vl)] 


4 


in [e200) — of( we)) 


:+ 


+ pr) 一 Be | 
i 


一 lim [seo) foep-.—] 


+ ot) 一 ar ] 
t 


— vn) TT a 0) [av 

5.7 定理 ”对 于 经"(E), 在 引进 Lie 微分 算 子 的 加 法 ， 数 猴 
和 和 换 位 了 于 运算 (Va, FER; ay ay we (EF)): 

(a + PE OW = ol 0) 十 上 (2 ip)， {19} 
[ss ow = AE) EA an), {20) 
之 后 , 定理 5.4 的 结论 仍 上 成 立 ， 

证 上 明 ”定理 5.4 已 证 明 觅 射 <3) 是 双 射 。 故 只 需 谨 ,对 于 
,十 Po 和 [站 ws 将 ov| 也 是 Lie 微分 算 子 ， 上 用 后 
背 还 满足 Lie 插 弧 椒 的 三 个 条 件 . 将 (18) 分 别 代 人 《9) 和 (20) 
的 右 端 ， 得 | 

(get HE vw — olu, Ww)] + Flv, w] 

一 [ae po, wl] = nso, 
[us Hw = [a [vw] Ld, [a, w]] 
= [[w, v1, 要] 一 Sg, (21) 
可 网 ,对 于 人 (EE) oot BE po ED In, l= 
a 市 旦 得 是 生 。 和 到。 的 Lie 后 弧 积 . 训 衬 上 ， 
(iy [Sw [vy, lw = — lla, oe), wl] 
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下 


则 


一 一 [2 como; 
Gi) [eto t+ 0 LW = [EL oats HL ol 
= 2 om tBu 一 [Lew 十 Bu, v1], wi 
= alt, vp] 十 人 全 ,了 tw 一 ef[e 0], wl 
t Bll, vl, wl = a a, Hel 
+ A Low — (al,, Lol 
+ Ew; 
(7 因 Yze 叶 "(E)， 有 
[So [So, HE ollz oo AL ol) 
一 [和 Ee) oy) 
一 Ins) = Eat, 


([& as [Hs Holl +t [So, [ws ca] 
十 [2 [2 ., Yo]])z 一 Tree 
十 SE ips 二 EE gts 
= [lau, [ov, wlll [vy,[iw, ul + Cw, (au, 01], zz] 
= {0, z=—o0, 0 
5.8 定理 设 四 如 (EE) 是 + 阶 沙 变 张 量 场 , ut .有 (E)， 
(CL Bs mw) = Bi )) 
一 2 Pm [a, tv Ur) sy 


Va» ER RE), (22) 
证 明 ”为 简单 计 , 仅 对 + 一 2 证明 ,Vx€E， 


CL BI x) Cn Cw), tl)) 一 [Em FT fg- 人 (9 
— BI (aco， ez) 
一 lim 二 [paB OC), wx)) 


一 B(x), ot) )] 
7 


= lim 一 [Bp x) {pert {pe Cx} ) » Pri px))) 


— B(x), ka] 
一 tim 二 {Bp peru p(s)), Pram ps))) 


一 此 { Pry Cm PC) ), | 
+ 二 [Bp OI Cm pC ), mip))) 
— BO Cm), mc 
= tim {ewe)) (Pap) 一世 ee 


ws{ p(x)) ) + Bp ) (pram pe)) 
x Pr PF) ) 一 ee 


下 


十 二 Bm, mm)(wr(e) — Blm, wm) Ce) 1 


Im {BPC)) (pos) PE 一 ma ， 


wl pA0))) 一 更 (em (psm(erxz)，pe 人 Ca 


x -et 一 名 CO 


+ LP mp)) — Bm, ww) Cs)]) 


-= Br mn) (e), wx)) 
一 午 (x} (nD) (CS at) (4) ) 
+ (EAB, Nx) = ute) Bn, tm)) 
— Blu, wx), mer) ) 
~ Bn), [a, ti Cx)). 
转 为 场 方 各 。 就 有 | 


Ci 


(EE BE m2) 一 ua, mh)) 


Blin, wl， fh) 一 稻 (a， [a, to] )。 
进一步 更 可 证 明 


5.9 定理 设 甸 6 溉 全 (E), wt 这 (EE), 则 
eB , 三 3 > us)) 
= (EB ,+ 


sy ys zz] 


+ 全) Bm,, ss Ht , 
站 一 


”0 1， 站 


El 
+ DD) Bs, WO ra- ， nllj, 0 
f= 1 


YW, , Or € EE); Hrs***» we (EE). (23) 


证明 ”在 上 一 定理 证 明 的 基础 上 ， 内需 对 7 一 2, s 一 了 情 少 
进行 证 明 . 


CEE PB) Cr) Co (x), oo)) = lim 1 


fi-ro0 着 


XX [Blp (x) pm (C(x) ), pe p(x) )) 
~ BC), w(x))] 


= lim 全 [LBP Com pk) )» Pp pe )) 
— Bplr) Yoo pe Ce)), wal ps(x)))] 
十 二 [Bp Cent pe)), wl pe (x))) 

— BP) (ms), w(x) ) I} 


= im {|@c.c)) (Pp) pe, 


rr 
oP)) ) + Pp)) (poo pr(e)), 


CAC AC eo ACAC) 四 


十 工 
Et 


下 


x [Gao oo)(prGo) — Phe0, ww) Cs)1} 
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~ in {| -Bt0.) (p50 FD = 


op (0) — B00)) pel, Ce)), pus) 


x P(r) 二 ta tx) )| 于 1 


x [BE wi) Cp 2)) 一 加 (ol cs) Ce)]) 


一 (Bs, HE) — BO x), Wl)) 
一 Wr), 0 ). . 
转 为 场 方程 ,并 移 项 ,就 有 
E(B, 0)) = (EB) 0 2) 十 而 (So 2) 
+ Bm ao), 
得 用 这 结果 及 上 一 个 定理 , 就 可 得 (23)。 


5.10 引 理 设 & 一 2 EAE), wo— wdrit HR*(E), 
区 
则 有 


Fs 0 -= ” 六 -已 了 二 
zz Bi? (24) 
dr’ = widdxi, (25) 


E00 一 《tr px 十 al 《co 26) 
证 明 利用 (18) 和 (2.10);, 有 


Ox ? dx’ Bx” "Ort 
; 人 
i 0 0. 
* | 问好 


vve 人 R"(E), 利 用 (22), (1.34) 和 (1.17), 又 有 
(Ax 0) = dro0)) — dxi([u, 01) 
一 Hor 一 [avr = yur) =— pe’ 
一 Gatfp) = tidxi{v). 
由 名 的 任意 性 ,得 (25)， 利 用 (8) 和 (25), 又 有 
0 A dt) = (HO TT wo od) 


fed 十 edd, 
纪 .It 定理 对 于 经-*(E), 在 引进 Lie 微分 算 子 的 加 法 。 数 
葬 和 换 位 子 运算 (ve, PER;u, ve (EE); we 2"*{R)): 
{a ,+ PE Dm = ol mW) + PL oo)， [27Y 
[Sa Eu ALM HL), (28) 
之 后 , 定理 5.4 的 结论 仍 成 立 ， 
证 明 ” 灶 似 于 定理 5.7。 内需 证 ,对 于 EME), a PSe 
和 [所 。 红 也 是 Lie 微分 算 子 ， 且 后 者 还 满足 Lie 括 弧 积 的 
三 个 条 性 .为 此 ,需要 利用 定理 5.8 对 于 + = 1 的 情形 (Yrwe 
(FE)): < 一 
(LEA WwW) — uw)) 一 oo 人 [下 w]), 
反复 利用 此 式 和 Lie 微分 算 半 的 线性 性 质 ， 有 
(oases tt BE AVOID) oH OI WV) TF PE Cw) 
一 的 三 (的 (加 ) 一 wu, wl)} + Pp{v(mw( ww)) 
— wy, ww])} = (ou + Pu) (wt(w)) 
—w [aout do, Ww] — (Hy ge ) {ww), 
(EE om) wm) 一 【2 (ofeo) 
— (EA ww) = (EE ww)) 
— {oa wl) — v(m) ww)) 
+ (a) Ev m1) ~ lvl ww)) 
— wv, w)) 一 本 (Te ww])) 
+ wlv, [us wi — veutw(w)) — wn, wl)) 
+ EL Ww)) — wlan, [ov, w]]) 
一 mo 一 BO) 
十 名人 9 [a, wl]) + wlfu, Fw, #]]) 
一 [ay vw(w)) — wo{[[u, v], w]) 
— {m0 (tw). 
由 三 的 任意 性 ,得 , 对 于 人 BE), ac 二 820 一 5p ED, 
TS 一双 twE2 ,而且 后 者 是 反 和 到 的 Lie 括 弧 
曙 1 办 


* 7 在。 


《人 [So nN wt — Sat 
= [Hs 
( [ety t+ BEF ss Ho = TE gs eI 
一 EE out es = EE slept = (0 tw] 
tT PE mW (al,, Ho] 
+ PLE, Hw, 
i) (Ha [LE + [Es, [HE ws el] 
+ [ws [Ea EoDm = LE, Hw lw) 
一 [及 和 So) tt LAL HE alm) 
— ES HEM) TF [Es Holm) 
一 下 和 oS wp) — (Eww 
十 Eat est) 0 
一 les — ow — 0, 
.12 定理 ”对 于 任何 . 妥 (BE)， 在 引进 Lie 微分 算 子 的 加 
法 , 数 策 和 换 位 于 运算 (Ve, PE 及; a, ve 2 (FE);@e (EE)): 
Cot ENB— eG) TH), (29) 
[So BALD) A EE), (30) 
之 后 ， 定 理 5.4 的 结论 仍 成 立 ， 
证 明 为 简单 计 ， 根据 Lis 微分 算 子 的 线性 性 质 和 (8), 只 


1 
需 对 ( | ) 型 简单 张 量 场 w@w 证 明 ci 二 pee。 和 [ce ce。] 


也 是 Lie 微分 算 子 ， 且 后 者 还 满足 Lie 括 弧 积 的 三 个 条 件 。 为 此 ， 
利用 Leibnitz 法 则 和 定理 5.7 及 5.11, 有 
(a PE WRODO) a WOW) 十 BE WDD) 
= (a ow TT BE WI Dm T+ WO ow BL Ww ) 
= (Hd) BD + WO st puld) 
op), 
[So EW) EAL (DOO — LE AL WR)) 

Rm + WO Wm)) 


是 六 了 了 二 


(LAL LL WN Dm 
十 wo 0) — HAW)) 
-CE 二 WHA EE 0,00) 
一 Ha WR). 
可 网 ,对 于 县) ,as 十 BE Girgy € PB, [Ef a, ce ] 一 
aw1 8, 而 且 后 洗 是 喀 s。 和 2s 的 Lie 拓 弧 积 , 因 为 
(DD) [ss EWBY) 一 i D0) 
Hu) 一 一 [和 WD), 
(i) [os 十 RS ol WD) 
= [mrp Fol wo em) 


一 lt ps (ORO) 一 LE atm WD) 
TT (of imei TF PEL a (WOW) 一 (of[c Le] 
tS, Ho (wRw), 
(1) (CLES [EE os S| + [s,s [Ss, wl] 
tie [Es, Ho ) wm) 
EAL LWDON— LE EI wD)) 
十 EA LWDW)) 
— [ss, HE (wR)) 
十 EE ALE a, Eo (WDD)) 
一 [Sa Ho (WD)) 
一 【各 loss Epa 十 HE ts) (wR) 
EE ttl tote tse (WD) 
一 (WH) oo. 
5.13 定理 ”在 晶 线 企 标 系 {x?] 时 ， 


De 王 写 ii, 


1 


D4 计生 和 


rie ri 
® Ban Badri Rr (FE) 


“278 。 


Wh 


?站 本 tg Be 到 (EE) 的 Lie 导 煞 2 的 分 景 表达 式 为 


他 
中 Fy nF P| i S \ + FT er 1 
《ce us rps 一 年 一 于 小 史 pipti rj 


=] 


+t DD ge (31) 
证 明 利用 张 量 分 量 的 定义 ,(23 一 25), 即 得 


Cd = i 5 8 
【2 BY) ri (2 ) (er 1 Bi yy 2 


= 于 可 如 已 
« (B(x, "ey rr, Bn? Ta 2 )) 


0 9 i i 
8 7) DB (dh, de, 
DG 9 
x 日 xz Dr" 
一 HD) 一 > # 当 二 
rmi 
xX (ez 1 rs, A 六 


"fs 
rr 
_ ’ A 
全， # 症 二 ! Ti 
t=1 
F 
了 人 
十 2 i 
#1 


时 


$6 里 积 和 外 微分 


和 定 尽 设 gEYY。 定义 上映 射 ? 
i A A), 
庙 足 
(一 YE 
(1) 
zu 名 称 为 向 量 关 和 协 变 张 量 年 的 里 积 (interior product， 多 数 中 
文 资 痒 译 为 肉 积 ， 但 这 和 innef product 的 译名 相 重 。 Arnaold 称 
之 汰 内 微 身 (interior derivative)， 但 不 是 微分 算 子 )， 
6.2 定理 ”里 积 有 两 个 线性 性 质 (Ve, Be 有 Ia ve; $， 
Ve FN )): 
fo + BP) = ols TT pis, (2) 
Eu py 一 ots Bi,. 
证 明 
if 中 十 PE) Cm,- 一 《人 二) 
一 eBu, mr) 十 有 
一 【af 有 十 Bi ) (uu,, -1 
FantosB "一 本 (et 十 Bo, oy, Ur) 
= aB lu, Es, 1) BECD, ts He) 
一 【et + Bio) BDU, Ha), 
6.3 引 理 设 weE3, tp rE *, 则 
ktm NW — 


Dt (mA A DAA). C4) 
了 一 上 


证 明 记 吕 一 在。 按 定义 ， 有 人 《 校 行 列 式 


第 1 列 展 开 ); 
i (oA wisi Mw {th , ?yy gz ) 一 {oD A "2 产品 (tf “3 ur,) 


吾 张 吊 


1》 也有 有 文献 用 JJ 审 老 示 和 可 的 ,这 时 2 J 多 一 tu) YE 3 


9 号 人 


A ) | ， 
-|: 位 
wm) or 
x CT) A A A A ms). 
考虑 到 mi 加) 一 toi 及 起,…… ,uw 的 任意 性 , 由 得 (4)， Lj 
若 针 EA ), Mi eA), 
4 定理 设 ueY ,BE A ), 太 ee ACY"), 则 
i BAY) iA 1 DBA. (5) 
这 性质 称 为 里 积 的 反 导 性 【aati-derivative)。 
证 明 ”由 于 里 积 且 射 的 线性 性 质 (2), 可 以 只 对 简单 外 形式 
证 明 . 设 串 一 避 入 和信,, 太一 wi 八 .… 信 ww; 。 由 引 理 6.3, 得 
i NB) = A Nm AN Nw ) 


一 全) CC— ti (A -大 ‘Awh) 
i=1 


t DD i (BA AAD; A A ) 


了 


一 (> (一 Dinia (an 和. A 人 A )) 人 如 


IY@A YS CTT; (wih -Nib 
i=1 


A Am) = i + 1) Ni 品 
如 果 在 每 点 x+ EE 定义 #E .党 (FE) 和 名 .这 .( 忆 ) 企 点 + 的 值 
ar)t TE 和 BE FATE) 的 里 积 jnng(x)， 我 们 就 得 
isPe ;iI i 就 是 一 个 琶 积 腔 射 场 . 
6.5 定理 设 w, ve 绝 “(E), 则 对 任意 胁 变 张 量 场 ,有 
一 一 (6) 
证 明 YE) ,两 次 应 用 (5.22) 
计算 


(CE a) "a ,1) = < "Ty wu,_.1)) 


* 81+ 


F 一】 
一 >) i [au, Hj, re) 
一 (Bo, 1 tr_1)) 
一 2 Gv, 于 [a , wr; ] ， ”3 1) 


LB, th 1) 
十 Bu, Po 1) 
= (Bt) 
TF Cnet 1). 
由 三 ;wr 和 看 的 任意 性 ,得 (5).。 [0 
里 积 上 映射 将 协 变 张 量 场 降 一 和 阶 。 这 给 归纳 法 证 明 提 供 了 巨大 
可 能 性 。 今 作为 例子 ， 较 篇 单 节 重新 证 明 以 前 的 一 个 结果 。 
6.6 定 理 对 于 托 意 受 (E)， Ye pe 县 (E)。 Lie 微分 算 子 
Ss 和 颖 ,的 换 位 于 是 Lie 微分 算 子 
[2 Eo] 一 Se (7) 
证 明 ”用 归 疯 法 证 明 。 对 于 经) 一 多 (E)， 定 理 3.3 已 
证 有 明了 (7)， 设 (7) 式 对 骂人 (BE) 成 立 ， 并 设 要 < 县 (BE 出 
YaE 汪 (E)， ie 吊 E 有 (BE)， 按 归纳 法 假设 , 有 
A BD) A i) = Hl. (8) 
由 (6), 又 有 


lw 一 ES 十 ETL mg ls! {9) 


和 
i io ,vw ) 
本 [ic 十 Hw) Ee 十 omit u 十 rm weli 
一 ot a yt es ot orn a 
+ Eeesm (10) 
将 和 和 右 交 挽 ， 叉 得 
Eo 
十 bm wt yayo]i. C11) 
将 (10) 和 (11) 相 减 ,利用 (3) 和 Jacobi 恒等式 , 得 


" 282" 


[于 oi i ss, Ws] hiss — Totmse! 
— fo ay Ey] + Emel 
根 握 柜 设 ,对 他"AE), (7) 式 成 立 , 改 上 式 可 写成 
Luis — tal Ea Es] + eve (12) 
和 (9) 式 比较 。 依 次 得 
i Hl — la) = OO, 
i [Sw So i — 0, 
[了 
Wi FBE (FE). 
由 重 , 友 ,三 ,，… ,ww 的 任意 性 ,得 证 , (站 式 对 肥 -a(E) 亦 成 立 , 
6.7 定理 ”记忆 上 微分 一 形式 的 全 体 为 9:(E) 己 妆 %(E), 则 
按 下 述 四 条 件 定义 的 映射 族 
好 :Dr(E] > OA(E):Bm > dP = 0,1,..-., 5) (13) 
是 唯一 确定 的 , 称 为 斑 于 浆 外 微分 :而 ad 多 则 称 为 机 的 外 微分 .对 
不 同 的 +, 映射 如是 不 同 的 ,但 均 用 同一 符号 表示 ,有 如 Lie 微分 
算 子 ， 有 其 方便 之 处 ， 这 四 个 条件 是 : 
(iD 函数 《微分 0- 形 式 ) 的 外 微分 等 于 函数 的 微分 : 


di=adi, Vie gr (FE). (14) 
(iD 线性 ; Ye,8€ Ri 甸 , 了 < 0.(E), 
dla® + PE) = edg + Pd. (15) 
Gii) 反 导 福 : YB EQ,(E); We Q(E), 
武生 和 更) 一 dBAV + (~1y®@ Ndy. {16) 
fi) Poincart 5| 霸 : ~ 
d—dod—o Bh ddp)—o. (17) 


证 明 ”在 假 竣 映射 dd 存在 下 , 先 证 准 一 性 .为 此 ,将 @& QE) 


全 一 > Dis dr A Ars 
We es 
— D>) Bi dx A de, (18) 
Li 


* 2B3» 


根据 条 件 (让 和 (ivy), 有 


ddr) = d(dx) = O. (19) 
根据 (i), 并 利用 (19), 又 有 
d(dxiAs drir) = O., {20) 


将 作用 于 更 ， 利 用 (i),( 首 ), (20) 和 (i), 以 及 晴 数 的 微分 的 
表达 式 (1,37), 依次 得 


dp — 2 如 (有 NAAdxi hs hdxrir) 


Js 
一 DY dB Adri A hdr {21) 
3 
一 人 > PdrAdriAe Adrr (22) 


DR 
一 >, 六 (C—O dA dri, 
Iiir 1 
(23) 
(22) 式 对 i 按 求 和 约定 普遍 求 和 ,但 对 固定 的 一 组 {,-…, 章 ) 指 
标 来 说 , 当 到 〔(a 3) 中 的 一 个 值 时 , (22) 式 中 的 相应 项 为 
零 、 只 有 当主 在 1 ,7 中 由 站 分隔 开 来 的 * 十 1 组 数 中 
职 值 ,相应 的 项 才 可 能 不 为 零 。 如 果 我 们 把 # 和 名 ,- - ,is 合 在 一 
起 重新 编号 并 按 顺 序 排列 , 则 当 是 某 个 训 时 , 它 要 和 dz A 大 
qxit-: 中 的 在 一 1 个 微分 1- 形式 换 位 ,从 而 得 符号 (一 1)t**，i 要 
取 遍 这 + 十 1 组 指标 ,从而 得 (23)，(23) 式 唯一 确定 映射 芝 
现 证 存在 性 。 只 需 证 上 明 (21), (22) 或 (23) 式 所 确定 的 映射 
满足 条 件 (i 一 iy)。 条 件 (i, ii) 的 满足 蚌 显 然 的 ， 对 于 【证 ), 由 
于 线性 ,只 需 考虑 B= adrih hd pdx A dx. 
这 时 ,利用 (21), (22) 和 (1.37), 得 
d(@ NAB) — diabdxiih ... Adrirh driih .Ndxis) 
一 dg) A ar Ndais—{(ab) dx MAdrih -Ah dris 
一 gdr Ndrxith rr drirh\ bari Mdxis) 
十 abdr drt adrit 


"254. 


= dqgNdxih -Ndxirh\ (bdxrih... AAdxri) 
+ CC—l)adrif Adri (db NdrnA... Madx) 
-dA + 1)®A dd. 
为 了 验证 (iy), 对 (23) 理 求 一 次 外 微分 


ri+2zr+1 


dd 2 2 DMD 


Ie it fl R= 

X ex 内 
二 阶 偏 导数 次 序 可 以 交换 , 期 下 标 关于 如 各 为 对 称 ， 而 微分 形 
式 Br dx 为 反 称 ， 故 上 式 为 零 . 
6.8 定理 ”外 微分 公式 {21 一 23) 与 坐标 系 无 关 ， 可 写成 不 变 


形式 
dp = (r+1l).w (VoD). (24) 


证 明 ”虽然 (22) 或 (23) 中 出 现 不 按 张 最 分 量 靶 则 转换 的 起 
导数 ， 由 于 联络 系数 关于 下 标 对 称 , (22) 式 仍 可 写成 张 量 分 量 形 
式 . 为 此 ,将 (18) 写成 张 用 分 量 麦 示 式 


P= LPN dri, {25) 
r, 


然后 求 种 的 外 微分 ,得 
dp = 一 @ AAA 
rl! 


dx A rt 


pl 


= 1 00, 
7 


ta 


i 


r1 


= fr 十 1 Vi Da (dx rt1) 
= (r+) (VD dD Dd) 
= (r+ 1 (VBS), 
可 项, 吊 的 外 微分 就 是 中 的 旋转 (V.11.4). 
6.9 引 理 设 9:G 一 :XH> (XX) 是 区 域 有 映射 , 则 对 任 
何 上 (%): 
pd— dp", (26) 


二 是 有 革 


半 外 微分 和 导 跨 射 的 同 坊 扩张 可 交换 , 
证 明 ” 先 证 | 
pd — dn), Vie ). (27) 
只 锯 应 彤 复合 阔 数 定 翰 和 (3.37), 即 得 | 
dP D(X) = dfop) (XR) = fa RIAX YK) 
rR a RAXACX) 
= f(x XI CAC XI dr RE 
= (fp HR PA KR) Cp OICKI PA) CX ) 
= (phdx KY = Cptdf) (XK), (28) 


今 取 任 意 多 一 六 Bidr A Adrire dW), MH 《3.49， 
50), 秋 用 (27), 落 虚 到 二 阶 偏 导 数 深 序 可 交换 性 和 微分 形式 的 及 


称 性 ， 我 们 有 
PB (Dies) sdXAA ss NdX%, 
dB) dD pe dX A dX 
一 L pid ACr dx A N(x dXt) 
— aDisp) AN pdr A A Prd 
一 1 gp ApradriA A pdx’ 
一 gp* (+ dB Axih Aa) — op*dgp. 


由 种 的 任意 性 ,得 证 (26). 
6.10 引 理 ”对 于 任何 9.(E)， 便 有 
do ec— Sud, Vut .AH (Ey, {29) 
证 明 设 u 生成 流 pi, 则 ! 按 Lie 导数 的 定义 ， 利 用 - (26) 和 
外 微分 的 线 狂 性 质 , YB & 9,(E), 有 


(Se xz) = lim -一 > [pt A tr) 一 三 Cr 了] 


9 BEG 


= lm 一 [doxg)(G) — db)] 
—d jm TL (pr@ — g)| 
— (ds) x). 
由 x* 和 三 的 任 半 性 , 得 证 (29). 
6.11 引 理 ( 同 伦 公式 homotopy formula】 对 任何 8.(E),; 恒 有 
a= d+ di,, Vae HE). (30) 
证 明 用 妇 纳 法 和 证明. 对 于 + = 0,f€EQ(E) 一 .多 (了 )。 (30) 
式 成 立 , 因 这 时 tf 一 0， 
a = d= (A 一 zj {31) 
设 对 + 一 1, (30) 趟 成 立 . 任何 二 € 2.(EE) 可 以 表 成 Zafi wi 形 
式 , 其 中 天 € OR), wm; 92,1(BE)。 由 于 经 wi di 均 为 线性 算 
子 , 内 需 对 of 和 me 9,(E) 进行 证 明 。 考 虚 到 (16),，(5)，(31) 和 
(29), (30) 式 的 右 端 作用 于 afA ow 给 出 
dafN\w) + di(adfi\ ew) = —i(adfh do) 
+ dlivdf \w — df Miu) 
一 —iafh dw TT df tedw + divdf A mw 
+ df A dow + af A diwto 
一 df MN (fad tt dois) 十 co 中 
— dN am tt de NW = dh WT df Ne 
一 多 (df 由) 
负 了 和 如 的 任意 年 , 得 证 (30)， 
6.123l 理 设 je 久 (FE),ue RE), BE DE), MW 
=u dN i. C32) 
证 明 ”利用 (30), 并 考 感到 C3) 在 场 的 情况 下 坟 w, 8 € 入 (E) 
亦 成 立 ， 得 
En =— bud + di = ficd® + dl(fing) 
一 fidp + dnN\ig + tdi,d 
— fird® 十 di) + dh i. 
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此 好 {327). 
413 定理 种 OE) 的 外 微分 在 Hs * "Ut 的 值 是 


Lo- “ + ,tr ) = > (la em,-: "yy 应 ，* ,+ ) ) 
f=1 


+ 2 BU yl 
证 
Bs Ue) (33) 
证 明 用 归纳 法 证 明 , 当 > 一 0 时 , 外 一 了 EE), ze 一 
uf, (33) 式 显 然 成 立 . 设 对 + 一 1,《33) 式 成 立 , 则 对 看 € 9.(E)， 
利用 里 积 了 映射 于 (33) 式 左 端 ， 并 利用 (30) 和 (5.22), 得 
(mm 一 dm， | 
一 ce， 一 di Pu,, "ry tt) 
一 EB Wi)) 、 


一 之 P(r --, fm i] sr) 


一 di BUu,, “3 Ut ) (C34) 
已 假设 (33) 双人 名 6 9, (BE) 成 立 : 
人 yr) 


一 > (—1yu(in g(a,,-. “1 


二 >), C1 DB( [wu;, ;| Ha **s 诗 ;， ms 
2 十 | 
xX 在) "ry Hr), 
将 上 式 代 人 {34), 得 
< 


r 十 上 
一 >) CC—1) Bem, ef] Hs" ”> 四， +， tf it) 


了 四 了 


十 p33 CD “3 Ht )) 
一 >) [一 1 全 (as， [er wi}， 


了 


" 288 。 


Hy ， 看 jy 4 


r+y 
Di )) 


Li 
十 > 【一 中 半生 [my 四] 


了 中立 


十 >) CC—1ytig(t[au,, zj] > Wh 


1 


x Uji" "ss war), 


合并 后 两 项 , 即 得 (33), 口 

本 世 采 用 了 外 微分 的 公理 化 定义 .也 可 以 用 (24) 不 变形 式 作 
为 定义 ， 但 由 它 推导 人 性质 ( 霹 ) 较 麻 烦 。 也 有 文献 将 {33) 式 作为 
外 微分 的 定义 ， 忆 这 会 使 人 有 突如其来 之 感 ， 


$7 Frobenius 定理 


设 有 处 处 不 为 零 的 光滑 向 最 场 ae 人 (E)， 它 在 每 点 xE 玉 
的 值 w(x) 张 成 一 个 一 维 向 量 空间 多 (#) 一 spanf u(x)}。w 的 积 
分 曲线 (总 是 存在 的 !) 是 EE 的 一 维 超 曲面 9 在 每 一 点 * 的 
速度 向 量 属于 D(x), 或 者 说 7 在 * 和 四 (x) 相 切 ， 这 些 向 量 空 
间 罗 (x) ,YrE EE, 构成 一 个 场 仿 , 浆 为 EE 的 一 个 一 维 分 布 〔disrri- 
bution)，E 中 的 一 维 超 曲面 57 称 为 一 维 分 布 呈 的 积分 曲面 ， 如 
果 2 在 它 的 每 一 点 切 于 史 。 一 个 无 处 为 零 的 光滑 向 量 场 唯一 
确定 一 个 一 维 分 布 。 我 们 说 。 向 量 场 = 包含 于 一 维 分 布 ,如 果 
(x)€ D(x)，Yx 于 ,一 个 一 维 分 布 多 可 以 包含 无 穷 多 个 向 量 场 . 

将 上 述 构 念 推广 至 更 多 的 向 量 场 、 就 有 

71 定 义 设 + < =,E 上 的 一 个 r 维 分 布 是 一 个 > 约 向 量 
空间 场 .U D(C)， 显然、 存在 7 个 包含 于 9 的 线性 无 关 疝 量 场 


ai 权 使 得 全 (ze 一 spanfaafey 5 Ce) } 
称 为 马 的 一 个 局 部 基 ， 分 布 夭 为 光 汕 的 ,如 果 它 的 局 部 基 的 趟 
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一 个 了 向 恬 场 玫 是 光 油 的 ， 口 
今 皇 只 讨论 泡 请 分 布 . . 
7.2 定 信 ”rr 维 分 布 9 称 为 对 合 的 {involutive}， 如 果 它 对 
Lie 搓 弧 积 运 算是 封闭 的 : . 
uu, VED [uu, ED. (1) 
7.3 定 尖 ”7 维 分 布 鱼 称 为 在 点 XE 加 可 积 。 如 果 在 点 x 的 
分 域 存在 这 样 的 坐标 系 {x 他， 它 的 自然 局 部 基 {gs 的 前 + 个” 
侣 量 场 {g1;-…， 名 } 构成 名 的 局 部 基 . 这 条 件 等 价 于 : 
rt = const,s"*:, x" =— const., {2) 
基 人 的 积分 曲面 2 。 如 果 甸 在 卫 或 某 开 域 咯 CE 上 的 每 一 点 
可 积 。 钨 称 为 可 积 的 ， 由 于 任何 化 标 系 的 祠 然 局 部 基 是 光 洪 向 景 
场 ， 可 积 的 分 布 必 光 滑 。 口 
可 以 等 价 好 说 。2 是 号 的 积分 曲 商 ,如果 2 在 每 一 点 和 多 
租 切 ， 即 在 上 过 任何 点 x € 2 的 光 诅 曲线 的 全 体 在 点 * 的 速 
度 向 量 张 成 名 (x)。 包 售 于 人 多 的 任何 向 量 场 的 积分 曲线 在 菜 一 积 
分 曲面 多 上 上 上， 
“寻找 向 量 场 xu (或 者 说 ， 以 为 右 端 的 党 微分 方程 组 ) 的 积 
分 曲线 问题 ”可 以 吉 述 为 “ 导 找 相应 的 一 维 分 布 的 积分 曲面 间 题 ”. 
根据 常 微 分 方 奴 的 理论 ,光滑 的 一 给 分 布 总 是 可 积 的 ,其 积分 曲面 
就 是 积分 曙 钱 ， 但 r(>1) 维 的 光滑 分 市 不 一 定 可 积 ,其 可 积 条 性 
由 Frobenius 定理 给 出 。 下 疝 几 个 定理 是 预备 性 的 ， 
7.4 定理 设 p: 及 王 忆 是 区 城 股 话 ，uE 如 (EE) 生成 流 
PE Xx R=>E(r, /NY brs!) Dr) 二 罗拉 (3) 
则 要 是 -不 变 的 : 


外 — 于 {4) 
当 且 仅 当 ( 下 式 两 端 却 有 定义 的 情况 下 》 
pbx D)) = pple), 让。 {5) 


证 明 【必要 性 ) 说 下 生成 族 (31)1。 央 三 册 (xs， 少 是 下 过 点 


1) 这 不 失 一 般 答 ， 若 不 然 ; 可 通过 调整 坐标 的 编号 次 序 籼 到 这 一 点 ， 
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ozs0) 一 xz 的 积分 明 线 : 它 在 点 拒 x, 站 的 速度 向 总 是 (pr, 站); 
下 过 点 gtx) 药 积 分 曲线 则 是 wee = WP)， 它 在 点 
上 (p(x) 的 速度 向 量 则 是 ES 人 站)。 在 区 域 遇 射 中 下 
曲线 二 ; 的 象 是 pedy， 它 过 点 pCpCr， 0 一 p09), 根据 (3.15)， 
prog: 在 任意 点 dz :)) 的 速度 向 量 等 于 在 px 下 由 在 点 
tt) 的 速度 向 量 的 象 ( 利 用 (47)7): 
pealrs up rs A)) = pra phxr, 1) 
— utp(lplx, ))), 

而 后 者 甩 是 给 定向 量 场 如 在 点 P(t, 门 ) 的 值 。 因此 , po 同 
时 也 是 向 量 场 站 过 点 p(x) 的 积分 曲线 , 根据 积分 曲线 的 唯一 性 ， 
有 
此 即 (5) 式 . 

(充分 性 ) 利用 标量 函数 Lie 导数 的 公式 (5.13) 和 假设 条 
性 (5), YE 名 (p(tx)), 有 


up lm [fp(ple), 1)) — Kle))] 


PD, = px), (6) 


一 lm 二 Lapp tr, 站 7 力 一 天 Ce))] 
一 im 一 [fopt p(xr, 1)) — foptw)] 


一 ux) (fer) — (opr CrIaCw) )f 
一 pentyl) )f. 
由 了 各 xz 的 任意 性 ,得 (4). 
7.5 定理 设 有 ae 侵 "(E), 生成 流 9, 则 如 是 m- 不 变 的 : 
Pru = HH, ViE BR, (7) 
证 明 Vx€ EE; 1€ R; f(gqi(tx)), 有 
pes pr — Cp CFI ar) — cx) (Top) 


一 im TF [pssfop) Ce) 一 (jepoCe] 
= lim T [fog) (pC)) — (fop) (x)] 
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一 in (et(wGoOD) — fips))] 


人 


一 fm 于 [fC pce))) — fpr))] 


= ul p(t) )}, ， 
其 中 考虑 到 访 的 加 话 群 性 质 { 定 理 4.4)， 由 zs 和 上 了 的 任意 性 .上 
涉 给 出 人 27. 
其 实 , 定理 7 了 是 定理 74 的 直接 推论 ， 只 要 取 :下 一 号 作 
为 定理 7.4 的 区 域 了 映射 ， 而 闫 生成 流 plx, 门 , 则 有 
eepfxrs 人 一 ppt) 0) = phx) A), 
这 正 是 条 件 (5)。 于 是 由 (4) 忒 就 有 (7). 
7.6 定理 设 p: 和 rr CE 一 CE 基 福 域 映 射 。 向 量 场 四 ， 
(2 ) 和 四 肋 E 有史 ) 分 别 是 -相关 的 ; 


Pe = Pd 一 Vs (8) 
则 [ea 三 ] 和 [oa ps] 亦 和 -相关 : 
PxL ut, w= [oD ta] 一 [ost Petit], {9) 


证 明 ww 和 十 是 名- 相关 的 条 件 是 pxu 一 0, 即 

后 + 下 中 Kx 一 vp) fs YrE Be ;HE FN) (10) 
由 推 前 映射 的 定义 ， 上 式 左 端 可 写 为 
pauCpO = Cpr a) =— ute) lfop) =— ulfop) x), (11) 
而 (10) 式 右 端 则 可 写成 


vpla) Ff = ofl ps)) Oo (vf)op) lr), (C12) 
利用 这 两 表达 式 ， 由 * 的 任意 性 , (10) 式 又 等 价 于 
utfop) = Cvf)op. (13) 
在 (13) 中 到 古 为 可 下 为 ms yf 为 1, 得 
mv) Pp) = (oto). (14) 
利用 (8) 和 (13) 于 上 式 堪 端 ， 我 们 有 
oatfop)) = Co pf)) op. (15) 
将 编写 1 和 2 交换 ， 叉 有 
atm(fop)) 一 (vp. (16) 
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入 (415 下 减 去 515) 了 下， 得 
ata or)) 一 zf oulfo op}) 一 【ee 一 watwf) op, 


即 
[mm ， tm (fonp) 一 【[m， bz] 站 cp。 C17) 


和 I {13) 而 辊 ,上 忒 说 明 [mm ， 和 于 ] 和 Tv, wa] 中 -相关 . 口 
(9) 式 最 后 一 项 说 明 , 推 前 有 映射 可 以 拿 到 Lie 括 纤 内 . 
7.7 定理 ” 设 -at . 呈 (E)， 对 应 的 流 分 别 是 ?和 中 则 
pep = hop (YE R)<> [es 9] 一口. (18) 
意义 是 : 丽 个 单 参 群 的 作用 可 交换 的 充 要 条 件 是 对 应 的 无 穷 小 生 
成 元 的 Lie 括 弧 为 零 (图 9). 
证 明 《必要 性 ) Wx EE, 《18) 的 左 式 可 号 为 


pa px, 7)) 一 Pm) , 1). (C19) 
根据 定理 7.4, 上 式 说 明 : vv 是 p:- 不 变 的 ; 
Py 一 了 (20) 
因 wm* 是 同 构 耿 射 ,也 有 


人 -+ 本 下 一 下。 (21) 
利用 这 结果 ， 有 
[a, uy] 一 到 一 im 二 (站 se 一 vu) 
f 一] 下 
一 Em 二 (一 四 一 o. 


【充分 性 ) 设 [g, v] 一 Go， 利 用 (9) 和 (7), 有 
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她 一 prl a 时 一 [op Pex ] = [uw pnd 1, (2 2) 
于 是 ,we 多 (ED)， 有 9? 
0 = [uy pro] rx) = (Ce pro) Cx) 


lim [pa peo) Co) — pnw le)f] 
At A 


— jim 二 [me_ sw 如 一 Trutx)f] 
Ion A 


一 二 如 
[pw tx} fl. 


由 上 雍 ， qrxv x) 与 上 无 关 ， 该 表达 式 在 上 一 0 时 的 值 是 ef 及 
故 
porn(x]F 一 vO#), 

由 * 和 fF 的 任意 性 ， 得 (20)。 根据 定理 7.4, 又 得 {19), 即 {18) 
的 左 式 . [| 

设想 过 xE 玉 有 和 vw (在 每 一 点 线性 元 关 , 且 其 Lie 括 弧 积 
等 于 零 ) 的 识 分 曲线 p* 和 内， 很 诈 它 们 是 伟 展 至 无 穷 的 管 单 曲 
线 ( 如 昌 不 是 这 如 情 况 ， 则 可 考虑 台 z 的 开 域 2 一 E, 在 那里 ws 
和 dx 是 简单 的 光 溢 线段 )、 又 作 下 过 各 点 的 积分 曲线 
pycooals€ 恨 ) 简 台 过 ps 各 点 的 积分 曲线 gpuxzy(t1& RR}， 根据 定理 
7.7, 点 四 C(t 0 和 点 由 (p(x, 门 , 1) 重合 ， 参 最 上 和 + 完全 
刻 划 了 这 一 点 ， 对 于 取 定 的 点 + :一 :一 0. 因此。 两 积分 曲线 
族 {pvenlsE R 和 feneoleg 及 } 构成 两 个 相互 重合 的 2 维 超 
直面 ,上 而 有 一 个 以 《es 5 为 坐标 的 坐标 网 。 在 这 治标 网 里 ,点 x 
有 坐标 (0, 0), 是 原 点 ， 如 果 另 选 一 个 不 在 这 起 曲面 上 的 点 ， 我 
们 又 可 用 同 法 构造 另 一 个 2 维 超 曲 面 , 世 共有 上 一。 坐标 网 [如 果 


1》 下 面 用 到 结果 PCPs) = epeed 根据 十 
Pet pnt Cr) 一 CP CP CAI PF 
一 Po pr I pe) 
= CP ur Us) 
一 DEFEAT op 
ee erry I CP 
到 Pers yn)f, 


= 24 


书 相 癌 的 参量 的话)。 如 染 内 也 立地 讨论 一 个 2 维 二 而 而 ,每 个 超 
外面 的 原点 是 可 以 任意 选择 的 ， 烛 我 们 将 作 竺 殊 的 选择 不断 地 
构造 这 些 2 维 超 由 三 ,它们 终于 充满 E( 或 人 二 EE)。 因 为 一 个 向 
量 场 的 积分 曲线 不 相交 ,这 些 2 维 想 曲面 也 不 相交 。 我 们 说 ,它们 
把 吾 分 肢 . 

现 改 记 站 二 8 s 世 和 关节 ,5 一 好 ;并 卷 请 另 一 向 量 场 
SE), 满足 ggiNg; < O,[g,g] 一 2 和 [gr 区] 一口 
我 们 取 gs 过 * 点 的 积分 曲线 上 的 各 点 作为 各 有 关 刀 一 经 举 标 网 
的 棠 点， 而 某 一 确定 的 光一 安 址 曲 再 上 所 有 点 作为 色 过 这 些 点 
的 积分 曲 贱 的 原点 ， 参 有 骂 x 一 0， 根据 定理 7.7, 又 可 构造 一 族 
一 和 碚 一 节 超 用 而 ， 从 闪 得 到 一 个 3 维 超 曲面 和 以 点 * 为 
原点 的 (ao 妇 ) 伐 标 网 。 在 这 个 3 维 超 曲 而 上 的 每 一 点 有 一 
组 确定 的 坐标 值 (x', *?, *”)。 再 取 一 个 不 局 于 这 个 3 维和 总 扫 面 的 
气 ， 用 相同 步 又 又 可 构造 另 一 个 与 之 不 相交 的 3 维 超 有 曲面， 不断 
地 构造 这 些 3 维 超 曲面 ,终于 它们 又 把 空间 分 层 。 类 亿 地 做 下 去 ， 
走 到 第 # 个 向 最 场 g, 和 而 最 终 得 到 一 个 ” 维 超 山 面 , 它 就 是 罗 或 
也 的 一 部 份 。 在 这 个 = 维 超 醒 面 上 有 一 个 = 参量 的 坐标 册 ， 它 就 
是 由 18 导出 的 由 钱 坐 标 系 {x 全 。 归 结 起 来 ,就 有 以 下 定理 , 

7.8 定理 设 {z 人 是 卫 的 曲线 坐标 系 ，{8 是 自然 局 部 基 。 


基 
{gr— Aigi| detl Ar] ¥ 0} (23) 
是 完整 系 的 充分 必要 条 件 荐 
[gs g7] 一 他， (24) 


证 明 下 面 给 出 有 另 一 种 证 法 .将 (23) 代入 (24) 磊 端 ， 并 落 
虑 到 (2.10), 第 V 章 $9 的 一 个 结果 
dA? = —AIARO, .AF (25}) 
以 及 非 完整 对 象 的 定义 (V. 9.25), 我 们 有 
[gr 81] 一 [4 党 Agi] — (A10.4s — Ai0,A? )g, 
= (AA AF 一 AIAIOAY) Afg, 
一 —2AA0 .AF ARgO——20 ALg; 一 —29. gr. 
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根据 第 Y 章 定理 9.7, 就 得 定理 的 结论 ， 
7.9 定理 (Frobenius) > 维 光 滑 和 分 布 号 是 可 积 的 ， 当 且 妈 
当 它 是 对 合 的 . 
证 明 这 是 … 个 局 部 性 定理 ， 只 需 对 任意 点 的 一 个 足够 小 邻 
(必要 性 ) 没 名 可 积 , 则 存在 党 标 系 fx 条,， 其 (it 华 
征 超 曲面 是 号 的 积分 曲面 ， 其 自然 局 部 基 {gi:】 的 前 + 个 向 量 
场 {g ,~ "sy 全 构成 钨 的 局 部 基 . 又 设 有 包含 于 D 的 性 八 两 向 
最 场 
和 一 六， wig Y= 了 | vigi» 
[| =1 
则 利用 t2.10), 有 
[a 01 = [DD we vs] 
一 bp (HDiv 一) 有 
jel 
于 是 (1) 满足 . 
{充分 性 】 没 (1) 满足 , 则 对 @ 的 性 何 局 部 基 {om,-…, v,})， 
[v;, 5] 一 5 了 pk， 一 1 (26) 
其 中 8 是 光滑 函数 . 今 设 有 曲线 坐标 系 {3 时 ， 其 自然 局 部 基 汐 
{RR,}， 荐 有 
“DF: 同 ; 十 pa wih,, Fy- re (27) 
因为 {vw,,-…… .,v,} 线性 无 关 ， 不 失 -- 般 性 ,可 调整 坐标 {yi} 的 编号 
次 序 ,使 9 


1》 事实 上 ， 名 二 0 一 0 一 Jro 而 该 零 线性 组 合 又 可 号 为 


2 3 uivih; = 0. 因 生 让 是 基 , 故 加 a 这 是 
= 

宰 rr 个 末 知 数 mw 的 2 个 齐 次 线性 方程 组 ， 只 存在 零 解 的 充 村 条 件 是 已 nk [2 

一 r， 由 此 得 (28). 
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detT exr wD. 《28 } 
今 定 义 上 的 一 组 新 局 部 基 {8 Br 如 下 : 


r -1 
gi— Devi m1, +, (290) 


了 一 
其 中 Lvj] 是 [1] 的 赣 阵 ， 将 (27) 代入 (29), 得 
gi— Soht YY DF ivih 


站 二 T=1 A=r+l 
一 下 + eh sih, G30) 
jrF+1 
其 中 
B= 6i, Vir, (31} 


利用 (2.10) 计算 任意 两 向 最 场 g; 和 gg 的 Lie 括 弧 积 


[gs gl — Lethi, glhi] 一 SY) (elBe} — gl0, 9)h, 


站 一 严 十 卫 
此 三 r+1 
另 一 方 击 ,所 假设; [8;, 8;]€ 久 , 故 
[gi, 8;] 一 DD) Dign. (33) 
k=1 


将 《30) 代 和 人 (33), 叉 有 


lgi, g;] = 全， 和 
丰 二 1 


到 


+ 3 (5 pest) (34) 
R=*+1i “I=1 
比较 (32) 和 (34), 得 
2 Dh — o. (35) 
[| 
因 {Rh1} 是 基 ; 故 Ds, = ,1, 7, 让 = 1 rr, 于 是 ， (33) 给 出 
Lg i {36) 
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稳 据 定理 7? 后面 所 人 壕 , 9 哆 局 部 基 【 菩 8 的 每 对 向 量 志 
对 gi 诱导 出 一 张 张 由 相应 的 积分 曲线 交织 而 成 的 互 不 相交 的 2 
维 超 曲面 ， 而 整个 基 {gi …， gr} 就 诱导 出 一 张 张 互 不 相交 的 > 
维 超 曲 面 ， 丰 每 -- ” 维 超 申 便 上 的 点 有 > 条 分 别 对 应 于 局 部 基 向 
最 场 的 积分 由 线 相 次 ， 各 积分 曲线 的 参量 值 就 是 该 点 在 该 7 维 忆 
砷 面 坐 标 网 上 的 坐标 . 
为 了 构造 向 量 场 gt 任 了 到 一 个 上 述 的 + 维 想 曲面 ,并 开 守 ' 它 
的 原点 +。 过 * 作 一 -应 请 曲线 ps, 要 求 : 1 它 和 上 述 各 ” 维 趋 卓 
面 (在 定 久 域 EE 威 CCE 内) 交 于 一 量 仅 一 点 p(x,*") ,其 中 x 
是 曲线 p; 的 参量 ;2) 它 在 签 点 的 速度 向 量 不 为 零 , 且 不 局 于 
Dpr 了 取 这 交点 p(x x) 为 相应 的 备 + 维 坐 标 超 此 而 
的 原点 ， 形 成 该 曲面 的 坐标 网 ， 将 各 ” 维 超 曲 面 上 具有 相同 坐标 
《xz 的 点 连 成 一 条 曲线 ， 并 均 取 x" 为 这 些 曲 线 的 参 是 ， 
而 且 夺 上 拇 一 ?+ 维 起 曲面 上 ， 这 些 曲 线 的 点 的 x"t! 的 信和 相同 。 瑟 于 
在 每 一 ?7 维 超 有 曲面 上 ,人 以 原 点 至 具 消 任意 蔡 宗 (x:,… ,x ) 的 味 射 
是 * 个 单 参 群 的 复合 {可 交 痪 ), 而 按 假 设 p* 是 光 酒 曲线， 上 面 连 
成 的 所 有 曲线 也 是 沦 谓 的 ,而 且 外 煌 苹 有 不 为 零 的 速度 向 及 ( 非 鹤 
向 量 的 扒 的 ), 因 此 ,这 些 速度 向 基 构 成 一 个 光滑 向 量 境 所 +:1， 而 连 
成 的 曲 角 就 是 该 向 量 场 的 积分 曲 钱 ,从 而 梅 成 度 qzrrt。 从 这 些 旧 
钱 的 构造 可 知 ，mrrt 和 闽 量 声 及 久生 成 的 六 ps 中 xr 
可 交换 , 即 满足 (18) 式 。 很 据 定 邓 7.7, 我们 有 
[gg] 一 让 ET {37) 
并 得 到 一 张 + 十 1 维 超 邮 面 ,再 类 倪 地 从 它 的 原点 出 发 作 满 足 上 
述 相同 条 人 性 的 沧 识 昌 钱 ， 又 得 到 被 这 财 线 所 穿 过 的 一 张 张 > 十 1 
维 超 曲面 ,并 且 得 入， 直到 得 到 馈 ， 从 布 得 到 王 或 和 CE 的 一 
个 出 线 坐 标 系 {x 及 其 自然 局 部 基 {fg;}， 对 于 这 个 坐标 系 ， 岂 
{gs gr} 张 成 的 7 维 分 布 中 诱导 出 的 每 一 张 * 锥 起 曲面 是 
[zt 和) 坐标 面 , 它 的 各 点 具 在 相同 的 坐标 x,…… sx*。 从 而 
是 鱼 的 积分 厚 面 。 癌 | 1 
在 应 用 上 ， 记 微分 形式 表达 的 Frobenius 定理 的 对 偶 表 述 更 
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为 方 重 。 四 为 它 直 楼 给 出 Pfaff 方程 组 购 可 积 和 杀 件 ， 为 了 证 明 两 
种 表 汶 的 等 价 性 , 需要 定理 6.13 的 一 种 特殊 情形 . 
7.10 引 I 理 设 we 守信 (E), gs a 党 (FE), 则 
domo{ ys, 一 下 (后 ))] ww) 一 名 人 [ma i]). 
(38) 
7.11 定理 (Frobenius， 对 偶 甫 述 ) * 维 光 滑 分 布 匀 是 可 
积 的 , 当 且 仅 当 在 每 点 *< 下 的 邻 域 存 在 一 了 个 线 狂 无 关 的 微分 
1- 形 式 gp 人 它们 在 再 上 为 零 ; 
wn) 一 0, Wi? 二 1 (39) 


do 一 是 六 io， i 十 1], (40) 
j=r+] 
其 中 gp; 是 (x 一 ?个 合适 的 微分 1- 形 式 ， 
证 明 设 {8g,:…,g) 是 名 在 点 x 的 邻 域 的 局 部 基 . 可 
以 补充 汐 五 在 该 令 域 的 基 {g;}。 并且 存在 它 的 唯一 的 对 偶 起 
[oo 满足 wi(gi) 一 下, 从 而 
(gi) 一 0 一 1 下) 
根据 线性 性 质 , 此 即 (39)。 由 定理 7.9, 9 的 可 积分 的 充 要 条 件 是 
[g:, 8;] ~— 0, is 7, {42) 
伍 一 个 WC 二 + 十 1 #) 的 下 微分 可 在 基 上 分 解 : 


dw’ 一 厂 bir 一 C43) 


其 中 分 至 { 关 于 下 标 反 对 称 ) 是 
bi — do'(g;, g). C44) 
另 一 方面 ， 对 疡 素 一 1 rr 将 (38) 应 用 于 (44)， 并 考 虚 到 
(41) 和 (42), 有 

Bik = EAR)) — EACOEI)) — LBS) = 0. (45) 
于 是 ,考虑 到 bi; 关于 下 标 和 外 积 的 反 称 性 , 河 i 一 十 1 ma 
有 
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de 一 (5 p33 一 (2 2,) 


十 
1 


A 
x (Bim A oy ) 
“2 


就 得 条 件 (40)。 上面 只 证 明了 必要 性 。 读者 试 证 充分 性 。 
7.11 推论 ”定理 7.10 的 可 积 条 件 (40) 等 价 于 
do Am th AW" = 0, 一 十 1 (46) 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 (内需 将 (40) 代入 (46) 的 左 端 }.。 现 
证 充分 性 。 设 {w 全 为 定理 7.16 证 明 中 的 对 偶 基 ，。 则 ,对 7 一 + 十 
1 可 写成 
一 


1 中 1 了 所 点 呈 采 1 号 忆 大 rr 


t > WAe, (47) 


f=rf+1 
将 之 代入 (46) 堪 端 ,得 
DY Bw AtAar NAw"— OO, 


下 喧 广 攻 由 帮 


f=+ 二 1,::*,#. {48) 
由 于 {AmiAowo tA- 人 wll ij < 本 所 7 是 基 和 wr 入-… 人 人 
的 -一 最 分 ， 故 有 
Bi 一 0， 一 + 二 1) 《49) 
(47) 只 余下 后 一 个 和 , 此 妇 (40) 式 . 口 
汐 了 说 明 Frobenius 定理 的 应 用 , 今 举 
例 1. 设 在 户 有 直 骨 坐标 系 {x, y, xz}， 并 有 Ptaff 方程 
Plzx, ys 2)dr 二 t Olx, ys 2)dy + R(x, 3 sjdz = 0 (50) 
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其 中 了 ,9 ,RE 多 (BE)?， 在 古典 意义 下 ,将 (50) 积分 ,意味 兰 找 
出 这 些 二 维 曲 面 , 这 些 曲 面 在 每 一 点 {z ，y，z) 的 切 向 量 (dx, dy， 
ez) 和 向量 (P(x 2)， OLxs ys 2) R(x 2)) 正 变 。 坦 
用 本 节 的 语言 探讨 (50) 的 可 积 性 ， 向 最 场 (P, ,RR) 确定 一 个 
2 维 光 衫 分 布 多 ;多 (x) 与 (CP, 8, RR)Cx) “ 正 交 ， 记 (50) 左 端 为 
名 ， 则 它 在 全 上 为 零 , 因 和 根据 正 交 条 件 , YW(w, vz, rz)< 风 。 
wu, vo, Ww)) = Par(w, vs ww) 4 Oay(u, vs w) 
+ Rdzstuvw) = Pst Ov + Rw = 0., 


根 锋 推论 7.11, 多 的 可 积 条 件 是 
doi\w— 0. (31) 
将 
do — (BL ay + Sr ds) Nex + (Sar + S05) Aay 
+t (BRar Td ay) Ad — (SE — 2 )ay Ads 
人 - 风 one+ 医 - 提 2 


和 (50) 代入 (51), 得 可 积 条 件 


2 : 
?+ 人 +R 名 -全 )='. 
(52) 
二 2. 在 瑟 ，Pfaff 方程 组 
Pdx + Ody + Rdsz 一 "1 (53) 
Ldax + Mady + Na = 0 


总 是 可 积 的 ， 因 53) 对 应 的 是 1 维 分 布 ， 如 果 设 名 一 Pdxr 十 
dd 十 Rdz 和 oo 一 Ladx 十 Mdy 十 Ndz, 则 可 积 条 忻 

der Mw har = O, deo; ho A 一 
总 是 满足 的 , 因 在 户 任何 微分 4- 形 式 总 等 于 零 。 
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第 X 章 非 完整 力学 系统 


汐 了 说 明 前 一 童 茶 妊 和 磊 念 的 应 用 ， 本 章 简 单 介 绍 分 析 力 学 中 
的 一 阶 线性 运动 约束 系统 的 一 种 方法 ， 所 谓 运 动 约 束 是 指 不 仅 了 条 
统 质 点 的 位 置 ,而 且 它 们 的 速度 ,加 速度 等 也 受到 限制 的 约束 ， 送 
种 约 东 是 经 常 于 现 的 ,如 订 刀 运动 的 速度 只 能 沿 刀 方向 的 条 件 , 文 
如 加 球 在 粗 粹 水 平 而 上 天 滑动 地 滚动 的 条件 等 等 。 运动 约束 的 数 
学 表示 是 微分 方程 ， 因 此 也 凯 微 分 约束 。 如果 表 示 返 动 约 柬 的 微 
分 方程 是 可 积分 的 ， 则 运动 约束 退化 为 几何 约束 , 即 完整 约 素 ,省 
则 就 有 非 完 整 约束 我们 这 里 仅 澡 及 一 阶 线性 运动 约束 ， 即 在 约 
更 条 件 中 只 出 项 速度， 而 且 汉 线 性 方式 出 现 、 这 时 约束 条 件 用 广 
尺 仅 标的 一 阶 线性 微分 方程 表示 . 

我 们 首先 建立 一 阶 线 性 返 动 约 上 束 系 统 的 数学 理论 ， 然 后 作为 
特殊 情形 ,得 到 相应 的 完整 约束 的 数学 问题 。 八 十 五 年 前 Poincaré 
就 研究 了 这 个 问题 ,并 提出 了 力学 方程 的 新 形式 中 .这 方程 被 Hera- 
eB 誉 为 Poincaré 的 “美妙 尾 现 * 之 一 外 和 “美妙 的 思想 ”中 ，UerTaep 
本 人 外 和 不 少 其 他 学 省 5 引 表 到 不 外 以 前 还 首 讨 论 Poincaré 方程 
的 推导 方法 以 及 它 的 各 种 推广 ， 我们 这 里 用 不 同 的 方法 介绍 这 个 
理论 ， 这 个 方 靶 充 分 利用 了 前 一 章 的 一 些 轿 念 ， 

我 们 约定 ， 拉 丁 指标 从 1 至 # 取 值 ， 小 号 希腊 指标 从 1 至 
《<2) 了 到 值 , 帮 太 号 荐 腊 指 标 则 从 mm 十 1 至 s 取 值 ， 重 复 指标 按 相 
应 取 值 范围 道 循 求 和 约定 . 

为 简单 计 ， 我 们 只 考虑 不 受 儿 何 约 来 的 质点 组 ， 设 有 N 个 质 
汽 ( 质 量 分 别 为 mo ,mw》 的 力学 系统 ， 将 各 质点 在 负 卡 几 系 
的 举 标 依次 排列 名 如 下 : {CAIs Ys 2 yws sr) 并 改 记 为 
(9 ， 其 路 # 一 3N， 于 是 系统 的 达 量 算 阵 Lr ]。x。 是 对 
莽 阵 diapgt ms Mes Ti "3 PAN HIN my 。 出 于 没有 几何 约束 , 增 
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广 构 形 空 向 总 2 X 及 《 不 喜 用 到 内 积 )， 设 系统 受到 = 一 mm 个 一 
阶 线性 运动 约束 : 

Lo 十 一 0: (1) 
其 中 44 和 As 都 是 广 广 举 标 {FP} 和 时 间 :的 光 广 函数 :E" XB 一 > 
R， 人 假设 约束 (1) 已 经 化 成 为 线性 无 关 的 。 效 可 设 Tank[4o] 一 
nO 1, 

设 ( 品 ,…'*， 区 ) 是 线性 方程 组 
Aax' + Ao=0 

的 特 解 ,而 【二 总 )1z 一 1 出 } 是 齐 次 方程 纪 

| Agxt' = 0 C2) 
的 基本 解 组 。 这 里 号 和 都 是 {9} 和 z 的 函数 根据 线性 代数 
方程 组 的 理论 , (1) 的 解 ， 即 满足 运动 约束 (1) 的 广义 速度 {8}， 
必须 有 形式 : 


8 (3) 
单纯 从 满足 约束 的 角度 , {%"} 可 以 是 任何 参数 或 函数 组 、 要 根据 
其 他 条 人 性 决定 。 从 后 面 的 分 析 来 看 , 接受 Ff 是 时 间 * 的 函数 是 台 
适 的 ， 这 样 ,为 了 求 系统 的 运动 ,除了 7 个 广 六 坐标 {9i( 丰 }, 还 要 
确定 ;个 称 为 速度 转 征 的 陡 数 [202 }, 

在 以 {多 ,+，9", rf} 为 坐标 系 的 增 广 鬼 形 空间 中 ,构造 # 一 
为 个 微分 1 形式 


Os 一 4nc8: + Aodt (4) 

和 各 十 1 个 向 址 场 
x “ (5) 
ET Ea Bg’ 
微分 -形式 组 (5) 是 约束 (1) 的 改写 ， 据 (1) 的 假设 ,(5) 是 线 
性 无 关 组 .向 有 量 场 组 (5) 中 只 有 关中 闭 出 现 基 向 量 681/04, 省 显 
然 不 能 为 其 他 龙 。 表 出 ; 由 于 基本 解 组 {5s} 是 线性 无 关 的 , { 关 .} 
也 芒 线性 匹 美的， 因此 ;总 起 来 , 1%, 天。) 二 线性 无 关 疝 量 场 给， 
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它 在 增 广 徇 形 空 间 张 成一 个 拉 十 工 维 的 光滑 分 布 加， 容易 看 出 


二 一 Bp (6) 
Ei Kg (7) 
对 尾音 光 庄 隧 数 H4!, ” 门 ， 有 
= 8 
Ey 十 EE Xo, (8) 
Kf 一 ,Xag', (9) 
ar 
将 5, 力 代 加 (3), 就 有 
d= (K+ ne. (10) 


方程 C1) 可 积 等 价 于 微分 形式 场 {86} 恰当。 如 果 46。} 是 恰 
当 的 ,; 则 {IX. 7.40) 条 件 满足 ， 现 在 ,由 于 


KO = (Andq: + Aodt) (他 十 可 已 ) 
， ,7 BA 
一 dots 已) + /Ao — Amsi + Ag = 0, 
= i 了 已 — 1 = 
pA engnd9 (局 Agts 0, 

Frobenius 定理 对 偶 表 述 的 条 件 (IX. 7. 39) 满足 ， 因 此 ,有 结论 : 
(1) 是 可 积 的 , 当 且 仅 当 分 布 爷 是 对 合 的 : 
[Xo, 天 ， [天 | E D, 


由 (10), 有 


Bd wg 11 
8 =。 11) 


在 玉 广 移 形 空间 中 ,函数 世人， 97, ) 沿 运 动 的 变化 率 是 


df __ AF Df 1 Of of a i 
一 二 一 j= 十 十) 9 
dt 0 de a Ba CM tA) 


一 《加 + Re (12) 
特别 地 ， 取 为 f, 又 回 到 (107 式 ， 
按 Appell-HeTaes 的 定义 ， 广义 虚 位 移 应 满足 关系 
dp89 = 0, (13) 
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因为 区 8) 由 (四 ,闭关 9 有 .99)} 是 12) 章 
燕 本 解 组 , (13) 的 解 , 即 广 祥 囊 位 移 , 应 有 琵 式 
32: 一 w Ad 。 (14) 
其 中 ov cm 是 :的 任意 酒 数 。 
下 面 从 D'Alembert 原理 


(m0 EE)o 一 0 (15) 
推导 问题 的 方程 组 .这 里 六 (9F,-…- ,4 门 是 系统 的 势能 瑟 数 .上 


式 的 广义 虚 位 移 54 不 能 是 任意 的 ,要 满足 条 忻 (14)。， 将 (14 代 
人 《35)， 考 虚 到 {wr} 的 任意 性 ,有 


id 7 十 Ce og 一 0 C16) 


考 虐 到 系统 动能 的 表达 式 了 一 六 maq'@'， 质量 矩阵 的 对 称 性 和 
(11) 式 , 我 们 有 
GT 一 1 ri (¢ Bg 0) = md a (17) 


Dn” 2 On” Dn” 
于 是 
| :dd .1 i 证 
ij A 一 a Cd! a9')C— cdr ae (X90) 
2 dT of 2 Dp 1 
I 一 了 一 强 本 18 
(Br) md Ca). 8) 


以 下 # 作为 (12) 式 的 f, 又 用 到 ,作用 于 (10) 式 两 端 ,分 别 得 
译 (X49) = (K+ yr KR) (KR), 


a =— KT a )., 
考虑 到 Lie 括号 积 的 定义 , 两 式 要 减 给 出 ? 


1) 用 到 结果 【8 Ar 天 sj] 一 于 开 g5 开 4] 一 《Xp5)Xp。 证 明 如 下 : 设 1E CE 
R), NX, YERE XR), WYet FE XR), 有 
[iX, Ye = XC 一 YO) 
= XD -IY NE) 一 《了 DA 
= {IXY 一 【2 在 二 
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二 (Ke9) = [ht Ky, Kg Tt Kg 


— ([Xo, Ke] 十 [Kgs Kal — (Kon Ke) 


十 Wai. C19) 
国 询 只 是 +t 的 通 数 ， | 
Xr dn 0 (20) 
ag 
考虑 到 (20), 将 {19) 代 回 (18), 再 代 回 (16), 我 们 有 
-2 (8T 一 md [eo, | 十 rp. ee p AE 一 md dg’ 
di “ dn” 
+ OF 区 9 一 0 (21) 
Der 


考虑 到 (9) 和 
XT 一 XX 二 wo] 一 ml 区， 

(21) 可 写成 

可 { 全 了 


de \ On 


) — mg [Ks, Kl] tn Ks, XT) 


一 TV)= 0, (22) 
引信 Lagrange 函数 工 一 了 一 VV 一 上 上 (4.4 小， 
2)。 通过 (10) 用 表达 讲 , 得 工 二 (9 和 -> 
7”, 让， 并 有 | 
二 (0 ) Lm 
Tt 1 Ns, X11) 一 0。 (23) 

这 就 是 Poinearé 方程 。 
通常 假设 Lagrange 隧 数 是 正则 的 ， 即 它 的 Hess 上 定 阵 


Hess £: 一 [二 二 非 退 化 : 


rank{ Hess LY) = n. {24) 
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两 次 利用 Sylvester 不 等 式 ?， 又 有 


rank(Hess L) = m, (25) 
从 而 Hess 工 一 [二 | 非 返 化， 利用 (10), 并 根 据 (25), 方太 
OT a 
(23) 述 可 容 成 
Le i TY ar _ iL 
= (Hess £)) 二 Bn 2 (K+ ye Das 
十 XL 十 mt (CA, 十 ER EX, 下 5 ] 
+ nr [Ry X19 = 0, (26) 
它 和 (10) 
=— (+ mH) a (27) 


构成 问题 的 完全 方程 组 ， 这 是 一 个 忆 合 坟 知 函数 ?GD 和 wD 的 
w 寸 # 个 具有 虚 则 形式 的 一 阶 常 微分 方程 组 成 的 方程 组 ， 除 了 广 
义 坐 标的 = 个 初 值 ?(0)。 还 需要 速度 特征 的 亚 个 初 值 ?40)}。 因 
为 (2) 的 基本 解 组 风 (各 ， 缉 )} 是 线性 元 关 组 , rank[ #4] 一 壤 ， 
可 从 (3) 取 w 个 关系 式 , 其 系数 矩阵 对 应 于 [8&4] 的 行列 式 不 为 等 
的 “芥子 阵 ， 并 由 给 出 的 初 值 7(0) 和 全 (0) 表 出 (0)。 和 多 如 ， 
当 det[581 天 0， 则 可 到 【3) 的 前 严 个 美和 茶 式 
有 一 总 十 了 


并 得 

7 ES (ge — £8), (28) 
入 而 有 #009， 这 样 ,我 们 就 最 终 地 建立 了 一 阶 线性 运动 约束 系统 
的 初 值 问题 . 


如 果 系 统 的 约 来 (1) 是 完整 的 , 则 根据 分 布 多 的 对 合 性 ， 有 
[Xo, po = Ciro 十 CE 
[XX.， Xl 一 Capdo 十 sp 和 7。 


1 Sylvester 不 等 式 : 
rank A + rank B — wrankE( AB)Emintrank A rank B), 
其 中 必 4 和 BB 分 别 是 区 ※# 和 # 7 炬 阵 ， 可 其 考 中 auTMaxep, 中 ,PP.,, Teopis 
Marpan, Vocrexn3rnaT, MocKBA, 1953, 


由 3307 = 


利用 Lie 括号 积分 量 公式 (IX. 2.10) 可 得 ，Cb 一 0， Clg 一 0， 
于 是 , (1) 是 完 带 约束 的 充 琶 条 件 是 
[RR , Xs] 一 Co 用， } 
[ 大。。 Xs] = Clg 《Ca 一 一 中 pe) ， 
其 中 各 系数 Ci Co 是 {19 和 + 的 区 数 . 考 虞 到 


.; dT 
md Ch CCH) NG — (Co + WCpe) Br 


(29) 


我 们 有 
a {OL DL 
(C+ Ch — XL=0, {30 
5) CC + Ch) Br (30) 
或 
_ BE .FL 
sa 世 -13e8 [一 ， 十 nr 了 :一 一 一 
一 (lHess L)™) | Baa 十 太古 7)9 Bnei0 
了 r 9L 
+ (Ch + rc) pe + Xor | . (31) 


(27) 和 (31) 联 立 就 构成 完整 约束 系统 的 方程 组 。 可 以 类 似 地 建 
立 初 值 问题 . 


第 章 参考 文献 


[11 Poincaré H., Sur une forme nouvelle des équations de la mécanique, C, R. Acad. 
Sei. Paris, L321901) 369—371., 

[2] Cerajey N, Sur tes Equations de Poincaré, C. R. Acad. Sei. Paris, 185(1927) 
1577—1578. 

{3] Ueraes H. T.,Sur les tquations de Poincaré, Hoxa. AH CCCP-A, TC1928) 
103—104 

[4] derass H. T., OF ypapuenuax TIyanrape, HMM 1941) 253—262. 

[5] am yea, OF ypapreniax 本 SHEKNR HerODGHOMHEHIK MexaHBHeCKHX CHOTEM 
B ITebpeMeHHRIX JIyanaape- eraeBea, HMM, MC1967) 233—259; 32 C1%8) 
B04— B14, | 

[#] Shori OQ. K. & HEussian ” M., Poincaré cquations for nonholonomic dynamical 
sy5tems, ZAMM S31973) 391— 396, 

[7] Ghori Q. K. & Hussian M., Poincaré equations for a nonholonomic system with 
variable tuasses, Areh. Eor Meeh. Anailysis, SGCL974) TU—78, 


» U 各 = 


fs] 


Chor? OO. KR, Corservarlion Laws for dynamical] systems in Poincaré Cetaev 
variabkies, Arci, Rar, Mechk, Alnatyprys, 4 L977 327.. 3. 


全 书 钴 考 书 目 


Green 和， 此， Zerna, W., Theoretical Elasticity, Clarendon Press, Oxford (T1954). 
Gorgb. 3.. Rachunek Tensorowy, PWN, Warszawa {19567. 

Sokolnikofs, I 8., Mathematica] Theary of Elasticity, MeGraw-Hill, New York 
(1956). 

Truesdell, C, Toupin, R. A., The Classical Field Theories, Handbueh der Phy- 
sk, Bd. TIT/1, Springer-Verlag, Berlin (1980). 

Troesdell, C, Noll, W., The Non-linear Field Theories of Mechanics, Handlmeh 
doer Physik, Bd iTi/3, Springer-Verlag, Berlin 19965). 

Boothhy, W. M., An lotroducrion to Diffierentiable Manifolda and Rietmannian 
Geometry, Acad. Press, New York (1975). 

Bowen, R, M, Wang: C.-C Jatraduction to Vectors and Tensors, Yol. 1, 2, 
Plenum Press, New York {197€). 

Dodson, C. T. J, Poston, T., ‘Tensor Geometry, Pitman, London e1977). 
Riingenberg, W., A Course im Differentiat Ceometry, Springer Verlag, New 
York (1978). 

郭 件 衡 , 韭 钱 些 记性 理论 科学 出 版 让 ,北京 (1980)， 

Gyurtin, M. EE. An Tntroduction to Centinumm Mechanics, Academic Press, New 
Tork (1981), 

BAbrabam: KR, Marsden, 1. F., Rariy, T., Manifolds, Tensor Analysis, snd Ap- 
blications, Addison- Wesley, Reading (1983). 


S09 * 


